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INNLEDNING

Dette heftet inneholder GeoGebra-gvelser som er rettet mot arbeidet i funksjonslaere. Fgrst er det
en innledning der en del av de mest sentrale funksjonene og kommandoene i GeoGebra blir
gjennomgatt. Deretter fglger det 11 gvelser. @velsene dekker tema bade innen matematikk 1 og 2.
@velse 1, 2, 3, 4 og 5 er gvelser som i fgrste rekke stgtter opp under fagstoffet som blir tatt opp i
matematikk 1. @velse 6, 7, 8, 9, og 10 er gvelser som er rettet mot fagstoffet som blir tatt opp i
matematikk 2. @velse 11 er en gvelse der vi ser pa CAS-verktgyet. Her er det elementer som passer
inn bade i forhold til matematikk 1 og 2.

@velsene er bygget opp likt gjennom heftet. Det er lagt vekt pa grundige forklaringer med bruk av
mange skjermbilder. Vi haper heftet vil gi leseren innsikt i hvordan GeoGebra kan brukes i arbeidet
med funksjonslzere.

Dette heftet er en oppdatert utgave av heftet som ble lansert i 2015. Det som i fgrste rekke er nytt i
denne utgaven er at det er satt inn en ekstra gvelse der vi ser pa gjennomsnittlig veksthastighet.
@velsen om regresjon er ogsa betydelig utvidet fra forrige utgave. Dette er gjort blant annet for &
mgte kravene som stilles til graftegner i forkurset til leererutdanningen. Ellers er det gjort noen
tilfgyelser og rettelser noen steder. Rekkefglgen pa noen av gvelsene er ogsa endret.



KORT INNF@RING I GEOGEBRA

GeoGebra er et dynamisk matematikkprogram med mange anvendelser. Du kan laste det ned gratis
pa siden www.GeoGebra.org. GeoGebra har fgrst og fremst sin styrke innenfor geometri og
funksjonsleaere. | tillegg har det ogsa innebygget en CAS-modul (computer algebra system) og en
regnearksmodul. Skal en ta for seg alle mulighetene som ligger i GeoGebra, ville det blitt en noksa
omfangsrik bok. | dette heftet vil vi ta for oss hvordan GeoGebra kan anvendes i funksjonslaeren. Vi
vil til slutt se litt pa CAS-modulen da det er ting her som er direkte knyttet mot funksjonslaeren.

Nar du apner GeoGebra, far du opp et vindu som vist under.
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Skjermbildet bestar av to felt, et som kalles Algebrafelt og et som kalles Grafikkfelt. Ved a trykke pa
Vis i menyen kan en ogsa fa fram CAS-feltet og regnearkfeltet. En kan ogsa fa fram et ekstra

grafikkfelt. | gvelsene skal vi se pa, skal vi bruke GeoGebra slik det er vist over, med unntak av den
ene gvelsen der vi ogsa skal se pa CAS.

Vi skal na starte med & se pa hvordan GeoGebra fungerer. Det er en del grunnleggende begreper og

prinsipper som vi ma kunne for a fa et godt utbytte av GeoGebra. La oss starte med et eksempel. Vi
gnsker a tegne grafen til funksjonen

f(x)=x+2

For & fa det til skriver viinn x + 2 i det vi kaller inntastingsfeltet. Inntastingsfeltet er det feltet som

star etter Skriv inn nederst pa skjermbildet. Trykk pa Enter nar du har skrevet inn uttrykket. Se
skjermbilde pa neste side.


http://www.geogebra.org/
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Nar du har gjort det, skal du fa opp en graf som vist under.
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Her vises funksjonsuttrykket.

Du vil se at GeoGebra har tegnet opp grafen, og ogsa skrevet opp funksjonen i algebrafeltet. Med

utgangspunkt i denne funksjonen skal vi se pa noen av de kommandoene vi kommer til 3 anvende i

GeoGebra.

Flytting av koordinatsystemet

Ofte har vi behov for & flytte pa koordinatsystemet. Det kan vi lett gjgre. Klikk nederst i hgyre hjgrne

pa ruten som er ringet rundt i menyen. Velg deretter det gverste alternativet i menyen som dukker

opp.
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Holder du venstre musetast nede mens du star i grafikkfeltet, kan du flytte koordinatsystemet rundt.

Forstgrring og forminskning av grafikkfeltet

Dette kan gjgres sveert enkelt ved ganske enkelt a rulle hjulet pa musen. Ruller du hjulet fra deg,
forstgrrer du, ruller du mot deg, forminsker du. Et annet alternativ hvis en f.eks. bruker baerbar PC

med touchpad, er a klikke nederst i hgyre hjgrne pa det feltet som er ringet inn i forrige skjermbilde.
Du kan deretter velge Forstgrr eller Forminsk.
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Skalering av akser

Ofte har en behov for a skalere aksene. Dette lar seg selvsagt gjgre i GeoGebra. Pass pa at du fgrst
har klikket pa det krysset i menyen som vi brukte nar vi skulle flytte koordinatsystemet. Deretter
flytter du musen enten til x-aksen eller y-aksen avhengig av hva du skal skalere. Pass pa at du er
akkurat pa linja. Du skal da fa fram et bilde som vist pa neste side. Musepekeren skal ga over fra a
veere en hand til a bli en pil.
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Hold venstre musetast nede nar du har fatt fram pilen. Ved a flytte musen mot hgyre, vil du forstgrre
skalaen, og ved a flytte den til venstre, forminsker du skalaen.

Navn pa akser

Det er ofte gnskelig @ kunne sett inn navn pa aksene. Dette er lett 3 fa til. Vi ser pa et lite eksempel.
La oss anta en prisen pa en taxitur er gitt ved funksjonen

f(x)=12x + 54

der x er antall kilometer vi kjgrer. Grafen til funksjonen ser ut som vist i figuren under
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Nar du skal sette navn pa aksene klikker du fgrst pa knappen som er ringet rundt og deretter pa
hgyre musetast slik at du far opp vinduet som er vist under.
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Deretter klikker du pa Grafikkfelt. Da far du apnet et nytt vindu som ser ut som vist under.
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S x-akse
[¥] Vis tall langs aksene

[] Bare i positiv retning

[ Avstand: |1
Merke langs aksene::l | | v:

[ Navn pa aksen: - %ﬂhet -
Kryss ved: 0.0 [] Festtil kanten

Velg med mus eklikk

Klikk pa xAkse og skriv inn navnet pad aksen i feltet etter Navn pd aksen. Her kan du velge f.eks. Antall
kjgrte km. Deretter gjgr du det samme for yAkse. Her kan du velge Pris.
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Tegne punkt

Av og til har vi bruk for a tegne et punkt. Det kan en gjgre ved a klikke pa punktknappen i menyen. Se
figur under.
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Deretter klikker du med venstre musetast i grafikkfeltet der hvor du gnsker a plassere punktet.
Koordinatene til punktet vil framkomme i algebrafeltet. Hos meg har punktet blitt plassert med
koordinatene (—3,4). Om du har plassert punktet en annen plass, er ikke det noe problem. Du kan
flytte punktet rundt i koordinatsystemet. Det gjgr du ved a klikke pa knappen med pil pa helt til

venstre.
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Klikker du med venstre musetast pa punktet, vil du se at du kan flytte punktet rundt. Koordinatene til
punktet vises hele tiden i algebrafeltet. Samme teknikk brukes ogsa hvis det er andre objekter som
skal flyttes. Du kan f.eks. prgve a flytte musetasten til grafen og flytte den. Hva skjer da?

Skrive inn funksjoner

| eksempelet vi har brukt, sa vi pa en linezer funksjon. Den kunne vi skrive direkte inn i
inntastingsfeltet. Vi skal her se litt pa hvordan vi kan skrive inn andre typer funksjoner.

Det fgrste vi ma veere oppmerksomme pa, er desimaltall, der skal en skille heltallsdelen og
desimaldelen med et punktum og ikke komma. Funksjonen f (x) = 1,5x ma skrives inn som 1.5x i
inntastingsfeltet.

Av og til har vi behov for a skrive inn funksjoner som denne:

fx)=V2x+3

Nar en skal skrive inn kvadratrot, ma en bruke kommandoen Sqrt. Funksjonen over skrives inn som
Sqrt(2x+3)

En annen funksjon som en av og til har bruk for, er eksponentialfunksjonen. Det vil si funksjoner av
typen

f(x)=e*?

Denne skriver en inn ved a bruke kommandoen Exp. Funksjonen over skrives inn som
Exp(x-3)

De trigonometriske funksjonene skrives inn slik vi ellers skriver dem. Skal vi tegne opp f.eks.
f(x) =sinx

sa skriver du bare inn

sinx

Helt tilsvarende gj@r du for de andre trigonometriske funksjonene.
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OVELSE 1. TEGNE GRAFER

Vi skal i denne gvelsen se pa hvordan vi kan bruke GeoGebra til 3 tegne grafer. Vi skal starte med a
tegne opp grafen til funksjonen

f(x)=x%>—-7x+10

Etter at du har apnet GeoGebra, skriver du inn funksjonsuttrykket i inntastingsfeltet. Du ma skrive
funksjonsuttrykket pa formen

xN2-7x+10

Legg merke til at vi bruker » nar vi skal opphgye i en potens. GeoGebra vil na tegne opp grafen til
funksjonen var. | algebrafeltet kommer selve funksjonsuttrykket opp.
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Det er en rekke ting en kan gjgre i GeoGebra. Vi skal her se pa hvordan vi finner nullpunktene til
grafen, og hvordan vi kan finne topp-/bunnpunkt til grafen.

Nar du skal finne nullpunktene, kan du i inntastingsfeltet skrive nullpunkt. Du vil fa opp flere
alternativer. Velg det fgrste der det star

Nullpunkt[ <Polynom> ]

Skriv inn f istedenfor <Polynom>.

Nar du skal finne ekstremalpunktene, skriver du inn ekstremalpunkt og velger alternativet
Ekstremalpunkt[ <Polynom>]

Ogsa her skriver du inn f istedenfor <Polynom>.

Du far nd opp fglgende vindu:
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Skriv inn:

Her ser du at nullpunktene er lokalisert, og de er ogsa angitt i algebrafeltet. Det samme er
ekstremalpunktet.

Endring av funksjonen

Du kan endre pa funksjonen dersom du gnsker det. Hvis du dobbeltklikker pa selve
funksjonsuttrykket, har du mulighet til @ endre funksjonen.
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Skriv inn:

Prgv 4 endre den til f.eks. f (x) = —x?2 + 3x + 8. Hva skjer da? Vil nullpunkt og ekstremalverdi endre
seg? Prgv 4 endre den til f(x) = x2 + 3x + 6. Hva skjer med nullpunktene i dette tilfelle?
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Tegne grafer nar definisjonsmengden er avgrenset

Av til kan vi stgte pa oppgaver der vi blir bedt om a tegne opp grafen i et avgrenset omrade. Dette er
oppgaver en ofte ser i videregaende skole, men ogsa pa ungdomstrinnet. Et eksempel pa en slik
oppgave er denne

Funksjonen f(x) er gitt ved
f(x)=x>—6x+8 der 1<x<5

Her skal vi kun tegne opp grafen for x-verdier mellom 1 og 5. Dette er lett a fa til i GeoGebra. Du
bruker funksjonen

Funksjon[ <Funksjon>, <Start>, <Slutt> ]

| uttrykket over setter du inn x"2-6x+8 istedenfor <funksjon>, 1 for <Start> og 5 for <Slutt> slik som
vist under.

Funksjon[x"2-6x+8, 1, 5]

Grafen vil se ut som vist under.
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Tegne punkt pa grafen

Av og til er det behov for a tegne inn et punkt pa grafen der en kun kjenner x- verdien. En situasjon
der dette dukker opp er denne:

Vi har gitt funksjonen
f(x)=—x%*+4x—-3
der vi gnsker a tegne opp grafen og markere punktet (4, f(4)).

Vi tegner opp grafen slik vi har gjort tidligere. Det gir oss fglgende graf
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Vi ser vi har kun x-verdien. Vi kan selvsagt regne ut tilhgrende y-verdi, men GeoGebra kan ogsa
tegne inn punktet uten at vi trenger a regne ut y-verdien. | feltet etter Skriv inn skriver du

(4,f(4))

i inntastingsfeltet. Da vil punktet bli tegnet inn. Skal du tegne opp flere punkter sa bruker du
forskjellige bokstaver for de respektive punktene. Punktet gis automatisk et navn i form av en stor
bokstav. @nsker du selv & gi punktet et navn f.eks. A kan du istedenfor skrive inn

A=(4,f(4))

14



OVELSE 2. TEGNE GRAFER TIL RASJONALE FUNKSJONER

Vi sd i forrige gvelse hvordan vi kan tegne grafer til andregradsfunksjoner. | denne gvelsen skal vi se
pa hvordan vi kan tegne grafer til rasjonale funksjoner (brgkfunksjoner). Vi skal her se hvordan vi kan
jobbe med funksjoner som er pa denne formen:

1
xX)=x+2+——
f@) —
Du apner en nytt GeoGebra-vindu og skriver inn en funksjon i inntastingsfeltet. Funksjonen skriver du
inn pa fglgende form:

x+2+1/(x-1)

Husk parentes rundt det som star i nevneren, ellers blir det feil. Nar du har gjort dette, far du opp
grafen til funksjonen.
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Du ser ogsa at funksjonen kommer opp i algebrafeltet. Det er alltid lurt a se pa funksjonen i
algebrafeltet for & sjekke at den er skrevet riktig inn.

Du kan finne nullpunkter og ekstremalpunktene til denne grafen ogsa. For a finne nullpunktene
velger du kommandoen

Nullpunktintervall[ <Funksjon>, <Start>, <Slutt> ]

Denne kommer opp nar du begynner a skrive inn null. Denne funksjonen skiller seg litt fra den vi
brukte i forrige gvelse. Her ma vi oppgi funksjonen var samt et startpunkt og sluttpunkt for hvor vi
skal lete etter nullpunkter. Der hvor det star <Funksjon>, skriver du inn f. Istedenfor <Start> kan du
sette inn -10 og istedenfor <Slutt> setter du 10. Da er vi sikret & fa med nullpunktene.
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Vi ser at nullpunktene er listet i algebrafeltet samt at de er merket av i grafen.
Ekstremalpunktene finner du ved a bruke funksjonen
Ekstremalpunkt[ <Funksjon>, <Start>, <Slutt> ]

Du fyller den inn pa samme mate som du gjorde for nullpunktene. Nar vi har funnet bade nullpunkt
og ekstremalpunkt, skal du ha fatt opp et skjermbilde omtrent som vist under.
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Asymptoter

Brgkfunksjoner vil alltid ha minst to asymptoter. Disse kan vi enkelt finne i GeoGebra. Hvis du skriver
inn asymptote i inntastingsfeltet, far du opp noen alternativer. Velg

Asymptote[ <Funksjon> ]

og erstatt <Funksjon> med f. GeoGebra vil nd tegne opp asymptotene. Var oppmerksom pa at dette
tar noen sekunder (5-10 sek), og det kan se ut som om maskinen star og henger mens den jobber.
Asymptotene blir nd tegnet inn sammen med grafen, samtidig som ogsa likningen til dem blir oppgitt
i algebrafeltet.

| dette eksempelet har vi funnet asymptotene y = x + 2 og x = 1. Disse finner du der hvor det star
Listel i algebrafeltet.
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Her vises likningene
til asymptotene.
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Dersom du endrer pa funksjonen, vil bade nullpunkt, ekstremalpunkt og asymptoter ogsa forandres.
Prgv a endre funksjonen litt. Du kan f.eks. etter tur prgve med funksjoner som er oppgitt til venstre i
tabellene under, og se om du far fram grafene slik de er tegnet til hgyre. Ogsa her bare
dobbeltklikker du pa funksjonsuttrykket og endrer det du gnsker a endre. Studer spesielt hvordan
funksjonen endrer seg nar du endrer fortegnene pa funksjonen.

Funksjon 1

f(x)=—x+1+% | ﬂ
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Funksjon 2

f(x):x"'z_xil

Funksjon 3

1
f(x)=—x+2—x+1

18




OVELSE 3. LIKNINGSLASNING

| denne gvelsen skal vi se neermere pa hvordan vi kan bruke GeoGebra til a Igse likninger. En oppgave
en gjerne finner i lerebgker, er denne:

Tegn grafene til funksjonene
f(x)=2x—30gg(x)=—x+3
Bruk grafene til 3 Igse likningen
2x—3=—x+3

Dette er en type oppgave som er velegnet til 3 Igse i GeoGebra. Du kan starte med a tegne opp begge
grafene.
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Det neste vi skal gjgre, er a finne skjaeringspunktet mellom grafene. Det kan gjgres pa to mater. Den
ene er a bruke kommandoen

Skjaering[ <Objekt>, <Objekt> ]

Her er erstatter du <Objekt> med henholdsvis f og g. Skjaeringspunktet blir merket av pa grafene
samtidig som det ogsa vises i algebrafeltet. Den andre metoden du kan bruke, er a velge Skjeering
mellom to objekt i menyen. Du klikker pd den lille rgde trekanten i feltet som er merket, og velger
deretter Skjaering mellom to objekt. (Se bildet pa neste side.) Nar du har klikket pa Skjaering mellom
to objekt, klikker du fgrst pa den ene grafen og deretter pa den andre grafen.
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Nar skjeeringspunktet er funnet, blir det merket av pa grafene, samtidig som det ogsa vises i
algebrafeltet.
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To likninger med to ukjente

GeoGebra kan ogsa brukes til 3 Igse to likninger med to ukjente. La oss se pa et eksempel der vi skal
Igse fglgende ligningssystem:

3x -2y =5
2x +5y =16

Begge disse uttrykkene er rette linjer. Begge kan omformes til uttrykk pa formen y = ax + b somii
sin tur kan legges inn i GeoGebra slik vi gjorde innledningsvis i denne gvelsen. Vi kan imidlertid legge
inn likningene direkte slik de star ogsa. Da skriver du bare inn likningene i inntastingsfeltet slik det

star over. Altsa fgrst skriver du inn 3x — 2y = 5. Deretter skriver du inn den andre likningen. Du
finner skjeeringspunktet pa samme mate som i sted.
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Vi ser at GeoGebra tegner opp linjene selv om de er pa den formen som vi har her. Lgsningen pa

likningssystemet kan vi lese av i algebrafeltet.

Det er heller ikke noe i veien for a Igse litt mer kompliserte likninger. Prgv a Igse likningssystemet

x2—-3x—-y=2
x+y=1

Da skal du fa opp et bilde omtrent som vist under. Vi ser vi har to Igsninger av dette likningssystemet.
Den ene Igsningener x = —1,y = 2. Denandreerx = 3,y = —2.
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OVELSE 4. TEGNE GRAFER VED HJELP AV GLIDERE

| GeoGebra har vi noe som heter glidere. Dette er et glimrende verktgy for a studere hvordan grafen
til f.eks. funksjonen

f(x)=ax+b

vil forandre seg nar vi forandrer a og b.

La oss se pa hva en glider er, og hvordan den kan brukes. Det er flere mater a lage glider pa. Vi skal
ferst se pa en generell mate som ogsa kan brukes i andre sammenhenger. Etterpa skal vi se pa en
forenklet mate som kan brukes i forbindelse med funksjoner. Vi ser fgrst pa den generelle metoden.
Du starter med a skrive inn a=1 og deretter b=1 i inntastingsfeltet. Da far du opp fglgende vindu:
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Deretter hgyreklikker du f@rst pa a=1 og velger Vis objekt. Gjgr ogsa det samme for b=1. Da skal du f&
opp felgende:
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Na skriver vi inn funksjonen var i inntastingsfeltet. Du skriver altsa inn ax+b. GeoGebra tegner na opp
funksjonen med de valgte verdiene for a og b. | dette tilfelle vil det si funksjonen

fx)y=x+1
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Du kan endre denne funksjonen ved a holde venstre musetast nede og dra i merket under a=1.
Verdien til a kan varieres mellom -5 og 5. Prgv dette, og se hvordan funksjonen forandrer seg med
ulike valg av a. Gjgr deretter det samme for b.

Du kan forandre hva a kan varieres mellom hvis du gnsker det. Hgyreklikk pa a=1 i algebrafeltet og
velg Egenskaper. Der kan du endre grensene. Du kan ogsa endre hvor tett verdiene skal komme ved a
endre Animasjonstrinn. Vi trenger ikke 3 gjgre det nd, men det kan vaere aktuelt & endre disse
senere.

Vi nevnte innledningsvis at det var en enklere metode som kan anvendes i forbindelse med arbeidet
med funksjoner. Vi skal se pa den. Du kan starte med a slette det du har gjort eller apne et nytt
GeoGebra vindu. | Inntastingsfeltet skriver du inn

ax+b

og trykker Enter. Du vil fa opp et vindu med spgrsmal om du vil definere a og b som glidere. Se under.

Lag glidere ﬁ

a=2 | ag glider(e)for: a, b

¢ Lag glidere | I Avbryt

L

Her velger du Lag glidere. Da bli a og b definert som glidere. Bildet vi far opp na er det samme som vi
fikk med andre metoden. | det videre arbeidet bruker vi denne metoden.
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Andregradsfunksjonen f(x) = ax® + bx + ¢

De fleste er jo kjent med hvordan parameterne a og b pavirker en linezr funksjon f(x) = ax + b.
Litt mindre kjent er kanskje hvordan parameterne a, b og c pavirker funksjonen

f(x)=ax®+bx+c

La oss se naermere pa det ved a bruke glidere. Du apner et nytt arbeidsark og skriver du inn

funksjonen

ax"2+bx+ ¢

i inntastingsfeltet. Velg deretter at du skal lage glidere av a, b og c. Da skal du fa opp fglgende bilde:
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Start med & variere parameteren c. Hvordan pavirker dette grafen? Gjgr deretter det samme for
parameterne a og b. Hvordan endrer grafen seg nar a og b varierer?

Brgkfunksjoner

Den siste funksjonen vi skal se pa, er brgkfunksjonen

f(x)=ax+b+

dx+e

Vi skriver inn funksjonen

ax+b+c/(dx+e)

i inntastingsfeltet. Deretter velger du Lag glidere slik du har gjort fgr. Du far opp vinduet
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A

Vi legger merke til at det ikke er tegnet noe glider for e. Ser vi litt ngyere etter pa funksjonen ser vi at
e-en i er skrevet i kursiv som e. GeoGebra tror her mener tallet e (e=2,71828......) og ikke e som en
glider. GeoGebra definerer den derfor ikke som en glider. Det vi kan gjgre er for a Igse problemet er a
anvende metoden vi brukte fgrst. Skriv inn e=1 i inntastingsfeltet og trykk pa Enter. Hgyreklikk
deretter pa e=1 og velg Vis objekt. Vi har na fatt definert e som en glider. Det siste vi ma gjgre er &
endre selve funksjon. Dobbeltklikk pa funksjonen og erstatt e med e.

Her kunne det veert fristende a tegne inn asymptotene samtidig, men det er ikke sa lurt a gjgre.
GeoGebra bruker lang tid pa a tegne opp asymptotene, og det vil se ut som om programmet star og

henger hvis du prgver a variere parameterne. Prgv na a variere parameterne etter tur, og se hvordan
de pavirker grafen.
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OVELSE 5. GIENNOMSNITTLIG VEKSTHASTIGHET

Til eksamen i 1P pa videregaende skole blir det ofte gitt en oppgave der en fgrst skal tegne inn en
funksjon i et begrenset omrade. Deretter skal en bruke GeoGebra for a finne maks.- og min.-punkter
til funksjonen. Det spgrres ogsa ofte om a finne likningen som gar gjennom to gitte punkter pa grafen
og deretter drgfte hva stigningstallet til linja betyr. Vi skal i denne gvelsen se pa en oppgave av denne

typen.
Vi har gitt funksjonen
f(x)=-001x3+0,12x2+3x+2 0<x<24

Denne funksjonen er en modell for temperaturen gjennom et dggn pa en bestemt plass. Vi skal
starte med a tegne opp grafen. Den tegner du opp pa samme mate som vi har gjort i tidligere
gvelser. Pass pa at du kun tegner den opp i intervallet fra O til 24. Pass ogsa pa a sette enheter pa
aksen. Grafen vil se ut omtrent som i figuren under.
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Et typisk sp@rsmal som gjerne stilles i en slik oppgave, er a finne laveste og hgyeste temperatur ved
hjelp av graftegner. Funksjonene

Min[ <Funksjon>, <Start x-verdi>, <Slutt x-verdi> ]

Maks[ <Funksjon>, <Start x-verdi>, <Slutt x-verdi> ]
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hjelper oss med a finne disse punktene. Her fyller du inn f for funksjon og 0 og 24 for henholdsvis
start og sluttverdi for x. Da blir punktene tegnet opp i grafikkvinduet, og samtidig ogsa listet opp i
algebravinduet.
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Et annet spgrsmal som gjerne blir stilt til 1P-eksamen, er & bruke graftegner til a finne ut nar pa
dggnet temperaturen var 20 grader. Det kan gjgres ved a tegne inn linja y = 20 og deretter merke av
punktene der denne linja og grafen skjaerer hverandre.
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Her ser vi at temperaturen er 20 grader henholdsvis 5,36 timer etter midnatt og 21,94 timer etter
midnatt, hvilket i praksis betyr ca. klokken 5:22 og litt fgr 22:00.

En annen oppgave som ofte gis i tilknytning til denne er at elevene skal merke av to oppgitte punkter,
trekke opp ei linje mellom dem, finne stigningstallet og til slutt gi en tolkning av stigningstallet. Vi skal
se pa en slik problemstilling. Fgrst skal vi tegne inn punktene (16, f(16)) og (23, f(23)). Deretter
skal vi trekke opp linja mellom punktene. Vi starter med a tegne inn punktene. Det kan du gjgre ved a
skrive inn henholdsvis

(16, £(16)) og (23, f(23))

i inntastingsfeltet. Begge punktene blir tegnet opp samtidig som de ogsa far et navn. Det neste du
skal gjgre, er a trekke opp den rette linja mellom punktene. Det gjgr du ved a trykke pa knappen som
er merket i skjermbildet under
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Likningen til den rette linja er skrevet
her. Hgyreklikk pa likningen om den
ikke er pd formeny = ax + b

Her ser vi at stigningstallet til linja er 3,85. Det betyr at temperaturen synker med -3,85 grader i
gjennomsnitt hver time mellom klokken 16 og 23.
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OVELSE 6. REGRESJON

Regresjon ligger litt i grenseland mellom statistikk og funksjonslaere. | QED er temaet plassert under
statistikk, men temaet er likevel sa pass knyttet mot funksjonslaeren at vi tar med en gvelse om
temaet. | GeoGebra har vi mulighet til 8 gjennomfgre flere former for regresjon. De som er mest
aktuelle, er linezer regresjon, polynomregresjon og eksponentiell regresjon. Vi skal se naermere pa
disse tre formene for regresjon. GeoGebra kan ogsa behandle andre former for regresjon, men det
kan du eventuelt se neermere pa selv.

Lineaer regresjon

Vi starter fgrst med lineser regresjon. Vi ser pa et eksempel med en gruppe elever der leereren har
underspkt hvor mange timer i uken de bruker pa matematikk hjemme. Resultatet fra denne
undersgkelsen er oppgitt under, sammen med poengsummen elevene oppnadde pa en prgve. Maks.
uttelling var 100 poeng.

Antall timer lesing 0 2 2 3 3 4 5 6
Poeng pa pregve 34 29 45 54 43 80 65 96

Vi gnsker a tegne opp disse punktene i koordinatsystemet og deretter finne ei linje som er tilpasset
dataene. Du ma starte med a legge inn alle de atte punktene. | denne gvelsen skal vi legge de inn en
og en, men i neste gvelse, der vi skal jobbe med polynom regresjon, skal vi se pa en annen metode vi
kan bruke for a legge inn punkter. Vi starter med 0 og 34. For a legge inn dette punktet skriver du
A=(0,34) i inntastingsfeltet. Det neste punktet legger du inn ved a skrive B=(2,29) i inntastingsfeltet.
Pa samme mate legger du inn resten av punktene.
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Det neste vi skal gjgre, er a legge inn ei linje som er tilpasset dataene. Det kan gjgres pa en elegant
mate i GeoGebra. Klikk pa ruten som er vist under, og velg alternativet som er angitt.
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Nar du har valgt ruten med Beste tilpasset linje, skal vi ga videre til neste steg. Du holder nede

venstre musetast og merker et rektangulaert omrade slik at punktene er med.

% GeoGebra

[E=Nial >

Fil Rediger Vis Innstillinger Verktey Vindu Hijelp

8 o

» Algebrafelt

= Punkt
A=(0,34)
B=1(2,29)
C=(2,45)
D=(3,54)
E=(3,43)
F=(4,80)
G=(5,65)
H=(5,96)

PPV ew

Skriv inn:

o) & PN 5=

>
-
» Grafikkfelt

&0

a0

204

Logginn.
@@
Sy

204

_604

s

Deretter slipper du musetasten, og regresjonslinja blir tegnet inn. Du far i tillegg opp likningen for
linja i algebrafeltet.
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Metoden som GeoGebra bruker, er minste kvadraters metode. Vi kan ogsa beregne
korrelasjonskoeffisienten. Det gjgres med kommandoen

Korrelasjonskoeffisient[ <Liste med punkt> ]
Her ma du liste opp alle punktene slik vi har gjort under:
Korrelasjonskoeffisient[A, B, C, D, E, F, G, H]

Pass pa at du bruker store bokstaver her, da regresjonslinja er betegnet med liten a. Vi ser at vi i
dette tilfellet far en korrelasjonskoeffisient pa 0,87, noe som indikerer at det er godt samsvar mellom
antall timer elevene bruker pa hjemmearbeid i matematikk, og resultatet pa prgven.

Polynomregresjon

| dette avsnittet skal vi se pa hvordan vi kan bruke polynomregresjon i GeoGebra. Vi tar utgangspunkt
i et konkret eksempel der vi ser pa temperaturen pa en bestemt plass hver fjerde time gjennom et
helt dggn. Malingene er vist i tabellen under.

Tid 0 4 8 12 16 20 24
Temperatur 3 8 13 16 15 12 4

Her kan vi naturligvis plotte inn punktene ett og ett slik vi gjorde i gvelsen med lineaer regresjon. |
GeoGebra har vi imidlertid mulighet til 3 legge inn punktene i et regneark og deretter overfgre dem
til grafikkfeltet. Det er en fordel om vi har mange punkter. La oss se pa hvordan vi kan gjgre dette.
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Du starter med a klikke pa Vis og deretter pa Regneark. Da vil et regneark dukke opp til hgyre i
GeoGebra-ruten. Se figuren under.
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Det neste vi skal gjgre er a legge inn tallparene i regnearket. Legg inn tidspunktet i A-kolonnen og
temperaturen i B-kolonnen. Det neste du gj@r, er 8 merke punktene dine slik som vist i figuren under.
Klikk deretter pa knappen som er ringet rundt og velg Liste med punkt. Da vil punktene bli tegnet

opp.
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Skrivinn: ©

Her ser vi at punktene er tegnet opp. Vi ser ogsa at ei rett linje vil vaere en darlig modell for disse
punktene. Slik punktene ligger, virker det som om en andregradsfunksjon vil gi en bedre modell. Vi
skal se pa hvordan det kan gjgres.
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Vi skal bruke funksjonen
RegPoly[ <Liste med punkt>, <Polynomgrad> ]

til dette. Feltet <Liste med punkt> erstatter du med Listel som er navnet pa listen var. Feltet
<Polynomgrad> erstatter du med tallet 2 dersom du @nsker & bruke en andregradsfunksjon. Du kan
ogsa velge polynomer av hgyere orden. Funksjonen vil se ut som dette:

RegPoly[Listel, 2]

Skjermbildet vil se ut som vist under.

% GeoGebra l o[ 5 [ |

Logginn...

Fil Rediger Vis Innstillinger Verkisy Vindu Hjelp
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Skrivinn

Vi ser at andregradsfunksjonen gir en god beskrivelse av denne situasjonen. Vi ser ogsa at GeoGebra
beregner selve funksjonen. Den finner du igjen gverst i algebrafeltet. Jeg har ogsa valgt & ta vekk
regnearkmodulen etter at punktene er lagt inn.

Eksponentiell regresjon

Viillustrerer denne metoden gjennom et konkret eksempel. Vi ser pd befolkningsutviklingen i en liten
bygd fra 2010 og fram til 2016. | tabellen under ser du en oversikt over utviklingen

Ar 2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016
Befolkning 5625 4936 4425 3984 3614 3389 3265

Du starter med a legge inn punktene i regnearket slik du gjorde for polynomregresjon. Det lurt a la
x = 0 tilsvare ar 2010. Du far opp et vindu som vist pa figuren pa neste side.
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Det neste du skal gjgre, er a finne fram funksjonen du skal bruke. | GeoGebra er det to funksjoner for
eksponentiell regresjon. Funksjonen RegEksp[ <Liste med punkt> ] skriver funksjonsuttrykket pa

formen f(x) = a- xP.

Den andre funksjonen, RegEksp2[ <Liste med punkt> ], skriver funksjonsuttrykket pa formen f(x) =

a,ebx

Hvilken du vil bruke, er en smakssak. Kurven blir uansett den samme. | GeoGebra-vinduet under har
jeg brukt RegEksp][Listel]

£ GeoGebra
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=) [t |

[:] -~

P Algebrafelt
Funksjon
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Punkt
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B=(1, 4936)
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F=(5,3389)
G = (6, 3265)

all
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« i

Skriv inn:

.
®

® f(x) = 5413.08 .0.01%

@ Liste1 ={(0, 5625), (1, 4936), (2,
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@VELSE 7. DERIVASJON OG MAKSIMUM- OG MINIMUMSPUNKTER

| denne gvelsen skal vi se neermere pa hvordan vi kan bruke GeoGebra for & bestemme den
deriverte. Vi skal ogsa tegne inn tangenten i et tilfeldig punkt og deretter flytte punktet langs grafen.
Nar vi gjgr dette, skal vi se pa hva som skjer med stigningstallet til tangenten. Vi starter med & apne
et nytt GeoGebra-vindu og tegner inn grafen til funksjonen

fx)=x3+x%—2x

Det gjgr du pa samme mate som i de forrige gvelsene.

| £ GeoGebra [E=EEENS)

| Fil Rediger Vis Innstillinger Verktey Vindu Hjelp

Logginn
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» Algebrafelt » Grafikkfelt
= Funksjon
> f(x) = x*+x2—2x il

&

x

Skrivinn:

{3

Her kan vi finne nullpunkter og ekstremalverdier pa samme mate som for andregradsfunksjonen i
gvelse 1. Vi trenger ikke & gjgre det i denne gvelsen. Vi skal heller tegne inn et tilfeldig punkt pa
grafen og deretter tegne inn tangenten. Tegn inn et punkt en eller annen plass pa grafen. Det er ikke
viktig hvor det ligger hen. (Se innledningen for hvordan du tegner inn punkter.) Deretter gar du til
inntastingsfeltet og begynner a skrive tangent. Du far opp flere alternativer og her kan du velge

Tangent[ <Punkt>, <Funksjon> ]

Der hvor det star <Punkt>, skriver du inn A, og der hvor det star <Funksjon>, skriver du inn f. Husk a

bruke stor A. Du far da tegnet inn tangenten i punktet A pa grafen til f. Bildet du far opp, vil se ut
omtrent som vist pa neste side.
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Skrivinn: 3@

| algebrafeltet ser du at likningen til tangenten er skrevet inn. Det vi skal gjgre na, er a flytte pa
punktet A og se hva som skjer med tangenten. For a gjgre det ma du klikke pa pilen oppe til venstre.

3 GeoGebra =)

Fil_Rediger Vis Innstillinger Verkey Vindu Hjelp Logginn

A roloa Nk 5
3] 91 = 1= ol [+ PA NN B B e
N —rarclt b Grafikkfelt

=l Funksjon a
@ f(x) = %3 4xP—2x

= Linje

@ aty=3.78x +7.82

= Punkt

L@ A=(-1.76,1.16)

SN b}

Flytt deretter musepekeren til punktet A og hold venstre musetast nede. Nar du na beveger musen,
ser du at du flytter punktet langs grafen. Prgv & fglge med pa likningen for tangenten nar du flytter
punktet langs grafen. Hva er stigningstallet nar du passerer toppunktet og bunnpunktet?

Flytt punktet A slik at x-verdien er pa omtrent -2 (Det trenger ikke vaere ngyaktig). Flytt pa nytt
punktet langs grafen, og fglg med pa stigningstallet. | starten vil stigningstallet bli mindre og mindre,
for det begynner a gke igjen. Hvor begynner det & gke igjen? Hva tror du dette punktet kalles?

Finne den deriverte

Ofte @nsker en a finne et uttrykk for den deriverte. Dette er noe som selvsagt kan gjgres i GeoGebra.
Det er to mater en kan gjgre det pa, og vi ser pa den ene metoden her. Du gar til feltet etter Sett inn
og begynner a skrive derivert. Du far opp noen alternativer, og her velger du

Derivert[ <Funksjon> ]

Som vanlig erstatter du <Funksjon> med f. Nar du har gjort dette, far du opp fglgende vindu:
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Skrivinn:

AR

Her ser du at du i algebrafeltet har fatt opp et uttrykk for den deriverte. Vi ser ogsa at GeoGebra har
tegnet opp grafen til den deriverte. Dette er noe vi vanligvis ikke @nsker, og vi skal straks se pa
hvordan vi kan ta den vekk. Fgr vi gjgr det skal vi se litt naermere pa grafen til den deriverte. Vi vet jo

fra funksjonslaeren at der hvor den deriverte er lik 0, har vi et ekstremalpunkt. Hvis vi ser pa grafene
vare, ser vi at det stemmer.

Som sagt vil vi ofte ikke ha med kurven til den deriverte. Den fjerner vi enkelt ved & klikke pa den
kulen som star foran f'(x). Grafen til den deriverte fjernes, men uttrykket blir staende igjen.
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Skrivinn: i@
¢

Skulle vi gnske a ta fram igjen kurven for den deriverte, er det bare 3 klikke pa nytt pa samme plass.
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OVELSE 8. INTEGRASJON

| GeoGebra er det ogsa mulig a utfgre integrasjoner. La oss starte med et eksempel. Vi ser pa

funksjonen f(x) = x* — 3x3 + 2x + 1. Start med & tegne opp grafen til funksjonen. Du f&r opp en
graf som dette:

€3 GeoGebra (=
Fil Rediger Vis Innstillinger Verktey Vindu Hjelp Logginn.
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N
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Skrivinn: i@

La oss f@rst regne ut det ubestemte integralet. Det gjgr du ved a begynne a skrive inn integral. Velg
alternativet

Integral[ <Funksjon> ]

Velg her f istedenfor <Funksjon>. Du far opp grafen til integralet uten konstantledd.

€2 GeoGebra e [

Logg inn.

DEEBEUL PN T EE “
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» Algebrafelt o [ [ » Grafikkfelt
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0 f(x) = x* =334+ 2x+1
5 g(x) = 0.2x° —0.75x* + x> +x

Fil Rediger Vis Innstillinger Verktey Vindu Hijelp
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Skrivinn:



Grafen til integralet er noe vi vanligvis ikke har bruk for, sa den kan du fjerne pa samme mate som vi
fiernet kurven til den deriverte i forrige gvelse. Ogsa her ser du at uttrykket for integralet blir staende
igjen.

Det en gjerne har mer nytte av a regne ut, er det bestemte integralet. La oss fgrst beregne

1
f (x* —3x3+ 2x + 1dx
0

ved hjelp av GeoGebra. Du starter med & skrive inn integral i feltet i inntastingsfeltet og velger
deretter

Integral[ <Funksjon>, <Start>, <Slutt> ]

Her velger du f for <Funksjon>, O for <Start> og 1 for <Slutt>. GeoGebra vil da beregne det bestemte
integralet mellom 0 og 1. Dette integralet vil ogsa tilsvare arealet avgrenset av linjenex =0, x =1
og grafen. GeoGebra skraverer omrddet og angir ogsa svaret bade i grafen og algebravinduet.

7 GeoGebra | D S

Fil Rediger Vis Innstillinger Verktey Vindu Hijelp Logginn...
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Skrivinn: i3

Areal mellom kurver

GeoGebra kan ogsa brukes til 3 finne areal mellom to kurver. Vi skal i dette eksempelet se pa
hvordan vi kan beregne arealet mellom grafene til funksjonene

fx)=x*—-3x3+2x+1
gx)=x+4

For vi starter med a tegne grafene kan vi fjerne det forrige integralet vi regnet ut. Det kan du gjgre
ved a hgyreklikke pa a=1,45 i algebrafeltet og velge slett. Funksjonen f(x) har vi allerede, men g(x)
ma du tegne opp. Den tegner du opp pa samme mate som du har gjort med funksjoner tidligere.
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Skrivinn: I 3@

Det vi gnsker n3, er a8 beregne arealet av det omradet som er avgrenset av grafene. Vi ma fgrst finne
skjaeringspunktet mellom grafene. Det gjgr du pa samme mate som beskrevet i gvelse 3. Nar vi har
funnet skjeeringspunktene, kan vi finne arealet mellom grafene. Du bruker kommandoen

IntegralMellom[ <Funksjon>, <Funksjon>, <Start>, <Slutt> ]

Pass pa at du erstatter den fgrste <Funksjon> med grafen som ligger gverst. | vart tilfelle er det g(x).
Den andre erstatter du med f (x). Feltene <Start> og <Slutt> erstatter du med -1 og 3 som er x-

koordinatene til skjeeringspunktene. Omradet mellom grafene blir skravert, og verdien pa arealet
vises bade pa grafen og algebrafeltet.

3 Geolebra =l
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OVELSE 9. RIEMANN-INTEGRALET MED BRUK AV GLIDERE

| QED 5-10 bind 2 har vi sett hvordan vi definerer Riemann-integralet. Dette er noe vi kan bruke
GeoGebra til 3 visualisere. Vi bruker funksjonen

fx) =x?
som eksempel. Start med a tegne denne funksjonen. Forstgrr ogsa x-aksen slik vi har gjort.
€ GeoGebra s - SERT)
Fil Rediger Vis Innstillinger Verktsy Vindu Hjelp Logg inn
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Skrivinn: 3 @

Det neste du skal gjgre, er a definere en glider n. Skriv n=4 i inntastingsfeltet, og definer den deretter
som en glider. Det neste du skal gjgre, er a hgyreklikke og velge Egenskaper. Sa endrer du intervallet
fra -5 til 5 til 0 til 20. Endre ogsa Animasjonstrinn fra 0,1 til 1.

¥ Innstillinger &J
- = i o
@ EEY
=l Funksjon
@ Glider | Farge | st | Pasision | Avansert | seripting|
=l Tall Intervall
T
Min: |0 Maks: 20 Animasjonstrinn: |1
Glider
[T1L&st [] Tilfeldig |Horisontal - | Bredde: |200 px
Animasjon
Animasjonsfart: |1 Gjenta aBeggevewerv

Det neste vi skal gjgre, er a tegne opp rektangler under grafen. Det finnes en funksjon som hjelper
oss med dette:
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SumUnder[ <Funksjon>, <Start>, <Slutt>, <Antall rektangler> ]

Her erstatter du <Funksjon> med f, <Start> med 0, <Slutt> med 2 og <Antall rektangler> med n slik at
funksjonen ser slik ut:

SumUnder]f,0,2,n]

Du vil na fa tegnet opp rektangler under funksjonen. Siden vi har valgt n=4, ser du at du far 4
rektangler. (Det fgrste rektangelet har hgyde pa 0 og er ikke synlig.)
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Skrivinn: s @

Prgv & endre n, og se hva som skjer. Hvordan gar det med arealet nar n gkes?

Regn ut integralet for intervallet 0 til 2 for funksjonen slik at det tegnes sammen med rektanglene.
Kommandoen Integral(f,0,2] gjgr den jobben for oss.
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Skriv inn.
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Hvordan er forholdet mellom summen av rektangler og integralet nar vi gker antall rektangler? Prgv
a endre intervallet for glideren slik at gverste verdi blir 100 istedenfor 20. Hvordan gar det med
arealet av rektanglene i forhold til integralet nar antall rektangler gkes enda mer?
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OVELSE 10. KJEGLESNITT

Som vi har nevnt innledningsvis, finnes det en rekke andre anvendelser av GeoGebra. En type kurver

vi s& langt ikke har bergrt, er f.eks. sirkler og ellipser. En sirkel med sentrum i punktet (1,2) med
radius pa 3 er gitt ved likningen

(x-1)?+(y-2)*=3°

Slike kurver er ikke noe problem & tegne opp i GeoGebra. @nsker du a tegne opp denne sirkelen,
skriver du

(X-1)A2+(y-2)A2=3A2

i inntastingsfeltet. Da far du tegnet opp sirkelen:

€7 GeoGebra . i ]
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Skriv inn:

Vi kan ogsa beregne sentrum i sirkelen. Det gjgres med kommandoen

Sentrum[ <Kjeglesnitt> ]

Her erstatter du <Kjeglesnitt> med c. Da blir sentrum tegnet inn, samtidig som det ogsa oppgis i
algebrafeltet. En kan ogsa beregne arealet av sirkelen. Det gjgres med funksjonen

Areal[ <Kjeglesnitt> ]
Ogsa her erstatter du <Kjeglesnitt> med c.

Du kan flytte sirkelen rundt i grafikkfeltet. Sgrg for at du har klikket pa pilen oppe til venstre. Hold
deretter venstre musetast nede mens du flytter sirkelen rundt. Hva skjer med likningen nar du flytter
sirkelen? Forandrer arealet seg?
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Ellipser

En kan ogsa tegne ellipser i GeoGebra. La oss tegne inn ellipsen
(x—1)?%+4y2 =16

Du skriver inn uttrykket

(x-1)"2+4y"2=16

i inntastingsfeltet. Ellipsen blir da tegnet opp, og uttrykket vises i algebrafeltet. Veer oppmerksom pa
at GeoGebra ganger ut parentesen og trekker sammen uttrykket fgr det vises i algebrafeltet.
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Skriv inn:

En kan omforme uttrykket i algebrafeltet til et uttrykk pa formen

(c-m)? (x—n)?_
a? + bz

1

Det gjgr du ved a hgyreklikke pa uttrykket i algebrafeltet og deretter velge at du vil ha det pa denne
formen.

Du kan ogsa finne brennpunktene til ellipsen og sentrum av ellipsen. Sentrum finner du pa samme
mate som for sirkelen. Brennpunktene finner du med kommandoen

Brennpunkt[ <Kjeglesnitt> ]

Bildet du far opp nar du har brukt disse kommandoene, vises pa neste side.
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Vi kan ogsa tegne opp en tangent og beregne likningen for denne ved hjelp av GeoGebra. Start med a
definere et punkt som ligger pa kurven. Det er det samme hvor du legger punktet. Dette punktet vil
ha navn D siden vi har brukt A, B og C pa brennpunkt og sentrum. Kommandoen

Tangent[ <Punkt>, <Kjeglesnitt> ]

tegner inn tangenten til kurven i punkt D nar du erstatter <Punkt> med D og <Kjeglesnitt> med ¢
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Skrivinn:

A

Ogsa andre funksjoner som er oppgitt pa formen f(x,y) = c, kan en lett tegne i GeoGebra. De tastes

inn pa samme mate som vi har gjort for sirkelen og ellipsen. En kunne bygget dette videre ved a legge
inn glidere for a og b og sett hvordan ellipsen ville ha sett ut for ulike valg av a og b. Dette kan du

eventuelt utforske videre pa egen hand.
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OVELSE 11. CAS

De siste versjonene av GeoGebra inneholder det vi kaller en CAS-modul. CAS star for computer
algebra system og er en modul der vi kan gjgre symbolske beregninger. Eksempler pa det er lgsning
av likninger og beregning av den deriverte. Vi skal se pa noen av mulighetene som ligger i CAS innen

funksjonslaeren. Det f@rste vi ma gjgre, er a fa fram CAS-vinduet. Du velger Vis pa menyen og haker
deretter av for CAS.
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7 regresjon.ggb SRR X
Fil Rediger Vis Innstillinger Verktey Vindu Hjelp Logginn...
~
D

b Algebrafelt b Grafikkfelt

Skrivinn

HAc

Vi ser at vi har fatt opp et felt mellom algebrafeltet og grafikkfeltet. Det er her vi kan gjgre symbolske
beregninger. Vi skal se pa hvordan dette fungerer. Det er en egen rad med knapper som hgrer til

CAS-modulen. Klikker du en eller annen plass i CAS-vinduet far du fram denne knapperaden, som vi
viser pa bildet under.
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= [ B [t |

Fil Rediger Vis Innstillinger Verktzy Vindu Hjelp

Logginn..
15 7 . =]
E
b Algebrafelt » CAS b Grafikkfelt [
| |

‘ ‘ :
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Vi skal se pa noen eksempler pa hva vi kan gjgre med CAS-verktgyet. Vi starter med a se pa hvordan
vi kan bruke det til Igsning av likninger.

Lgsning av likninger

La oss se pa et enkelt eksempel. Vi gnsker & Igse likningen
x>=5x+6=0

Du skriver inn

x"2-5x+6=0

i feltet etter 1-tallet i CAS-modulen. Trykk pa Enter. Deretter markerer du feltet under 1-tallet (se

under) og trykker pa knappen E Da vil likningen bli Igst. Her ser vi at vi far heltallslgsninger.

€7 GeoGebra o | B |
Fil Rediger Vis Innstillinger Verktzy Vindu Hjelp Logginn..
— 15 7 ' [La o)
b Algebrafelt P CAS (<) [ » Grafikkfelt (<)
Kjeglesnitt dF-Bx+6=0 d d
® dix-5x=5
-~ d:—5xt6=0 .
2 d
Los {x=2,x=3} 4
3 o] @ 3
2
<
1
0
4 3 2 1 o 1 4 5 @ 7
-1
-2
-3
Skrivinn: 1)

GeoGebra takler selvsagt mer kompliserte likninger ogsa. Hvis du vil blanke ut feltene fgr du gar
videre, merker du feltene du vil slette, og trykker pa knappen med bilde av en sgppelbgtte. Det er
knappen helt til hgyre i knapperaden. La oss prgve a Igse likningen

x2—-7x+8=0

Skriv inn uttrykket pa samme mate som i sted, og Igs denne. Her ser du at du far opp eksakte
Igsninger.
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€ GeoGebra (= [
Fil Rediger Vis Innstillinger Verktzy Vindu Hjelp Logginn..
B v AT A ba) e
3+5 hai i e ? &
b Algebrafelt P CAS (<) [ » Grafikkfelt (<)
Kjeglesnitt e ¥ Tx+8=0
ex-Tx=-8 1
-* ~e:x1—7x+8=0
e
2
—V17T +7 VIT +7
Las: = = —
2 2
3 || @
<
-4 3 @ 7
[0 ] »
Skrivinn: 1)

Vi kan ogsa fa opp Igsningene skrevet som desimaltall. Da trykker du istedenfor pa knappen ved

siden av, der det star x =. Du far da opp:

s N
€7 GeoBetra Lo [t ot
Fil Rediger Vis Innstillinger Verktsy Vindu Hjelp Logginn
’ 15 7 2 =
E () E & 2*
b Algebrafelt B [» cas [ | b Grafikkfelt ]
Kjeglesnitt - =
~@ e -Tx=8 1 B-TxrB=0
® |- e:x-Tx48=0
e
2
—V17T +7 VIT +7
Las: = k= —
2 2
3 e
Mies. {x=1.44,x =5.56}
4 [a] 4
A ) & 7
n ] »
Skrivinn: 1)

GeoGebra kan ogsa lgse systemer av likninger. Vi skal se pa fglgende eksempel:

4x — 3y =11

—5x+7y=-4
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Start f@rst med a blanke ut det vi gjorde i sted. Deretter skriver du inn den fgrste likningen i linje 1 og
den andre i linje 2. Deretter skal du merke begge to. Trykk deretter pa x = knappen. Da far du Igst

likningssystemet.

€7 GeoGebra o | B |
Fil Rediger Vis Innstillinger Verktzy Vindu Hjelp Logginn..
A N o . 2 (o
b Algebrafelt [ » cas | » Grafikkfelt [E4)
Linje Fax-ay=11 v f
@ Eax-dy=11 L g
-8 g:5x+Ty=4 ] ~ f:4x—3y=11
8
2 g -Bx+Ty=-4
L} - g: —5x4+Ty=-4 5
a
3 4
. 7 I a4
& x=
: 5375
3
o <
2
1
0
1 0 1 2 3 4 5 & 7 [
-1
a
2
Skrivinn: 1)

Her ser vi at likningssystemet er Igst, og at grafene i tillegg er tegnet opp i Grafikkfeltet til hgyre. Det
er selvsagt ikke noe i veien for a Igse mer kompliserte ligningssystemer. GeoGebra takler for
eksempel fint tre likninger med tre ukjente. Dette kan du utforske videre pa egen hand.

Derivasjon og integrasjon

CAS-modulen kan ogsa brukes til a regne ut den deriverte til funksjoner og integraler til funksjoner.
La oss se pa et eksempel der vi tar for oss funksjonen

fx)=4x®—6x2+2x—1

Denne funksjonen gnsker vi bade & derivere og integrere. Du starter med a skrive inn funksjonen i
den fgrste linja. Deretter merker du linja og trykker pa knappen med symbolet f'.

¥ GeoGebra E‘E‘i—hj
Fil Rediger Vis Innstillinger Verktay Vindu Hjelp Logg inn.
- 15 7 - . ()
v )
» Algebrafelt (< | » cas f' N— [ | » Grafikkfelt [
Funksjon h() =45 - B + 2 [

1

L@ h(x) = 4x® —6x%+2x
. S oh(x) = 4 f Integral 1 s |

2

Der far du opp to alternativer. Knappen med f' vil derivere funksjonen, og knappen med f vil
integrere funksjonen. Utfgr bade derivasjon og integrasjon av denne funksjonen. Pass pa at du far
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integrert selve funksjonen og ikke bare den deriverte til funksjonen. Bruker du integralknappen i
ruten under den deriverte integrerer du den deriverte. | rute 3 er det derfor tryggest a skrive

Integral[<funksjon>]

Erstatt <funksjon>] med navnet pa funksjonen du skal integrere. Du bgr da fa opp et vindu omtrent

som under.
€ GeoGebra [E=EEERE)
Fil Rediger Vis Innstillinger Verktzy Vindu Hjelp Logginn..
15 7 . (B
» Algebrafelt » CAS (<) | » Grafikkfelt 4
|
Funksjon ) 1| noo=se- e | @ [
@ h(x) = 4x" —6x"+2x | |
® qix)= 12— 12x+2| ® |- h(x) =4 6 p2x-1 s [ ]
| |
|
2 q(xy=Derivertfh(x)] Ih | |
-* ~ oq(x) = 12x2—12 x42 I\I I\I II
| [ |
Integral[n] 3| / |
3 \ ( |
4 3, 2 | f |
- X =2x4+x —x+0cg | [ [
2 | |
| |
4 [l '\I ||‘ ||‘ 4
| [
\ |
\ [
ol | .’ .‘"
-2 1 o "‘. ."I 1 r‘f 2 3 4
\ / /
1 /_‘\Q/
/
{
[
/
[
/
“ I 3 .‘I h
Skrivinn: 1)

Her ser vi at GeoGebra har regnet ut bade den deriverte og integralet. | tillegg er grafen til den
deriverte funksjonen tegnet opp i grafikkfeltet.

Hvorvidt det er enklere a bruke CAS-modulen for a regne ut den deriverte og integralet i forhold til
det vi gjorde i gvelse 7 og 8, er jeg usikker pa. Jeg synes vel egentlig at det er vel sa enkelt & bruke

framgangsmaten fra gvelse 7 og 8 i forhold til 3 bruke CAS-modulen.

Differensiallikninger

En kan bruke CAS-modulen i GeoGebra til a Igse enkle differensiallikninger av 1. og 2. orden. La oss

prgve a Igse differensiallikningen

y'—y=x
For a Igse denne ma du bruke kommandoen

LgsODE[ <Likning>]
Denne kommandoen skriver du i ei av linjene i CAS-feltet. Du erstatter <Likning> med
y'-y=X

GeoGebra Igser da differensiallikningen for oss.
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€7 GeoGebra = [ |

Fil Rediger Vis Innstillinger Verktzy Vindu Hjelp Logginn..
15 7 . (2]
b Algebrafelt B [» cas = (4 | b Grafikkfelt =]
LasODEy-y=x]
1
- y=ge*—x-1
y 2 s
2 g
4
<
3
2
1
0
4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 6
Skrivinn: 1)

Vi kan ogsa lgse likningen med en initialbetingelse. La oss anta at vi har samme likning som i sted,
men i tillegg med betingelsen at

y(0)=1

Skal vi Igse denne ma vi endre litt pa kommandoen. Vi bruker som sist IgsODE-kommandoen, men vi
ma fylle den ut som vist under:

LgsODE[y'-y=x,(0,1)]

Vi ser at nar vi legger inn denne betingelsen, far vi bestemt konstanten c; .

3 GeoGebra (= [
Fil Rediger Vis Innstillinger Verktzy Vindu Hjelp Logginn..
15 7 . (2]
b Algebrafelt B [» cas B4 | » Grafikkfelt =]
1 LasODEy-y=x,(0,1)]
- y=—-x+2¢& -1
5
2 || @
4
<
3
2
1
0
4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 6
Skrivinn: 1)

GeoGebra skal ogsa kunne Igse enkle differensiallikninger av 2. orden. Vi prgver med likningen
y'—6y'+8y=0

Vi bruker samme kommando som fgr, og setter inn uttrykket

y’-6y'+8y=0

istedenfor <Likning>. Pa skjermbildet pa neste side ser du at GeoGebra har Igst likningen.
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€7 GeoGebra o | B |
Fil Rediger Vis Innstillinger Verktzy Vindu Hjelp Logginn..
I A [ . a=2 E
®7 ) - e ABC7 — 4%.7
» Algebrafelt = X | b CAS b Grafikkfelt (<)
LasODE[y™6y'+8y=0]
1
- y:c;e'k+c4eb‘ 5
2
4
3 <
2
1
0
2 1 3 1 2 3 4 5 [
Skrivinn: 1)

Det virker som om GeoGebra stort sett klarer a Igse differensiallikninger av 1. og 2. orden med
konstante koeffisienter. Den takler ogsa noen likninger der koeffisientene ikke er konstante, men
langt ifra alle av denne typen. Cauchy-Euler-likningen som f.eks. likningen

x%y" =3xy'+3y=0
er et eksempel p3, Igser GeoGebra greit.

Andre muligheter med CAS

Det er imidlertid noen andre funksjoner i CAS som kan vaere nyttige. En av dem er faktorisering av
uttrykk. CAS gir oss mulighet til & primtallsfaktorisere tall. Skriv inn et tall, f.eks. 7482, i den fgrste
linja. Klikk deretter pa knappen som er vist under. Da vil tallet bli primtallsfaktorisert.

€7 GeoGebra o | B |
Fil Rediger Vis Innstillinger Verktzy Vindu Hjelp Logginn..
15 7 . (B
“ 3.5 () EE
» Algebrafelt » CAS b Grafikkfelt (<
1 7482
Faktoriser 2+3.29.43 5
2 g
4
3 <
2
1
0
2 1 3 1 2 3 4 5 [
Skrivinn: 1)

En annen ting en kan gjgre med CAS, er utvide parentesuttrykk. Av og til har en behov for a regne ut
uttrykk som for eksempel

(2a + b)*

Dette kan veaere tidkrevende a gjgre for hand, men CAS-modulen i GeoGebra Igser det lett. Etter a
blanket ut det forrige du gjorde, skriver du inn uttrykket
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(2a+b)n4

i den fgrste linja. Klikk deretter pa knappen som er vist under.

€ GeoGebra [E=EEERE)
Fil Rediger Vis Innstillinger Verktzy Vindu Hjelp Logginn..
35 o ‘}_ J. ) )
b Algebrafelt [ [» cas () [ » Grafikkfelt =
(2a+h) 4
1
- (2a+ h)‘ 5
1
2 4
regnlt 16 a*+32a’b+24a’b?+8abd +bt
3 [C 3 4
2
1
0
2 1 0 1 2 3 4
Skrivinn: 1)

Da blir parentesuttrykket regnet ut.
GeoGebra kan ogsa faktorisere polynomuttrykk som f.eks.
x?2—5x+6

Prgv a skrive inn dette uttrykket, og GeoGebra vil faktorisere uttrykket nar du trykker pa samme
knappen som nar du faktoriserte tall.

€7 GeoGebra o | B |
Fil Rediger Vis Innstillinger Verktzy Vindu Hjelp Logginn..
15 7 . (B
EE
b Algebrafelt P CAS (<] [ » Grafikkfelt (<)
4 *#2-5x+6
~ xP_5x +6 5
2 1
4
Fakioriser. (x —3) (x —2)
3 o 3 4
2
1
0
2 1 0 1 2 3 4
Skrivinn: 1)

Det virker imidlertid som om denne funksjonen har en del begrensninger. Sa langt som jeg har funnet
ut, klarer GeoGebra bare a faktorisere uttrykk med heltallsrgtter. Prgver en a faktorisere f.eks.

x%2—-7x+8

far en bare selve uttrykket opp og ikke noen faktorisering. Se figuren pa neste side.
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€ GeoGebra (= [

Fil Rediger Vis Innstillinger Verktzy Vindu Hjelp Logginn..
1= [P ofef=][ 1 o] 8 :
1 3] ) 7
b Algebrafelt B [» cas B4 | » Grafikkfelt =]
4 #2-Tx+8
- XX Tx +8 -
2 §1

Fadoriser. %2 — 7 x +8

Skrivinn: 1)

Det er ogsa mulig a gjgre beregninger innen sannsynlighetsregning i CAS-modulen. Det faller
imidlertid utenfor rammene av dette heftet. Interesserte kan utforske dette pa egen hand.
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