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1 Innledning

En andregradsligning er enligning pa formen
ax®?+bx+c=0

Det som kjennetegner denne likningen, eratvi har med leddet x2. Det gjgr likningen noe mer
komplisert 3 Igse ennf. eks en vanlig fgrstegradslikning der vi ikke har med noe x?2 ledd.

Andregradslikninger kan Igses pa flere forskjellige mater. De mestvanlige er disse tre metodene

e Lgsedenmedabc formelen
e Lgse den medfullstendigkvadraters metode
e Lgsedengrafisk medf. eks GeoGebra

Bruk av abc formelen ernok densom er enklest rent regneteknisk. Den metoden fremmerimidlertid
lite forstaelse daen bare putterinn tallene i formelog far ut et svar. Vi kommer derforikke til 3 legge
spesielt stor vekt paformelenidette notatet. Viskal presentere den sammen med noen eksempler,
men hovedfokuset villigge mot fullstendig kvadraters metode og grafisk Igsning. Vi skal imidlertid
ved hjelp av fullstendig kvadraters metode utlede formelen forlgsning avandregradslikningen. Nar
enfgrst forstar prinsippene bak fullstendig kvadraters metode er utledningen ikke sa veldig
vanskelig. Grafiske Ipsningererdet som primaert brukesi ungdomsskolen og dagjerne i kombinasjon
med oppgaverderdet skal tegnes opp andregradsfunksjoner med graftegner.

Kapittel 8 og 9 inneholdertemasom gar noe videre utoverdetsom er relevanti skolesammenheng. |
kapittel 8 ser vi pa en metode for a visualisere Igsningene geometrisk. For a forsta denne metodener
det ngdvendig med noe kunnskap igeometri, blant annetsentral- og periferivinkelteoremet. |
kapittel 9 ser vi veldig kort pa hvordan vi kan Igse en andregradslikning med komplekse tall i de
tilfeller der denvanligvis ikke har lgsning. Temaene ikapittel 9 og 10 erfor de som er spesielt
interessertitemaet, og en misterikke noe viktig kompetanse om disse kapitlene hoppes over. Helt til
slutt har vii kapittel 11 tatt med litt om Igsning av likningerav hgyere grad og den norske
matematikeren Niels Henrik Abelsin betydning pa dette omradet.

Det erlaget oppgavertil alle kapitlene derdette errelevant. Bakersti heftet erdetfasit til
oppgavene ogillustrasjonerder hvordet erbedtom det.



2 Lgsning av andregradslikning med formel

Selvom vi ikke skal ha fokus pa bruk av formeleni dette heftettarvilikevelmed noen eksemplerpa
bruk avformelen. Dette erfordide fleste kjenner godt til formelen og det hgrer naturlig med a si noe
om denidette heftet. Viskal ogsa utlede formele n med fullstendig kvadraters metode senere.

En andregradsligning er enligning pa formen
ax®?+bx+c=0

En likning pd denne formen kan alltid Igses ved @ bruke formelen

_ —b +VbZ—4ac
N 2a

X

En andregradsligning vil alltid ha enten to Igsninger, én Igsning eller ingen Igsning. La oss se pa et
eksempelpahverav disse situasjonene.

Eksempell
Vistartermed 3 Igse likningen

x2—-5x+6=0

Viserherata =1, b = —50g c = 6. Visetterinn i formelen.

_ —(-5 */(-5)2-4-1-6
x= 21

5++v25-24
X=—
2

_5%1

=

Dette gir oss to Igsninger

541 6

X=———=—=

2 2
_5-1 4

X —_— =

2 2

Eksempel2
Viskal na se pa ligningen
x2+4x+4=0

Viserherata =1, b = 4 0gc = 4. Visetterinn i formelen.

4 +VP =414
= 21
—4+16—16
x:
2



X =—

Dette gir oss kun en Igsning siden det som star etter & tegneterlik 0. Lgsningen blir

x=-2

Eksempel3
Viserpa etsiste eksempelogsa. Viskal finne mulige Igsninger til ligningen
2x2+3x+4=0

Viserherata = 2, b = 30gc = 4. Visetterinn i formelen.

 3+V3¥—4-24
= 2.2

_ —3+y9-32
x= 4

—3 ++/=23
X=——r—

Viserat vifar et negativttall underkvadratrottegnet. Konsekvensen av dette er at likningen ikke har
noe Igsning.

| kapittel 3 skal vi se naermere paden praktiske konsekvensen av dette.

Oppgaver

Oppgave 1

Lgs felgende likningerved & bruke formelen
a)x?—4x+3=0

b)x2+2x—15=0

cJx?2+6x+8=0

d)x2—-7x+12=0

Oppgave 2

Lgs folgende likningerved a bruke formelen
a)x?—2x =35

b)2x2+3x—2=0

c)8x2—-2x—-1=0

d)x2=3x+4=0



3 Grafisk Igsning

En metode som kan brukestil 4 Igse andregradsligningerera lgse dem grafisk. Med det menes at vi
tegneropp grafentil andregradsfunksjonen pavenstre side iligningen og derettersernarden blir O,
altsa nar den krysser x-aksen.

Eksempel4

Viserpa ligningenfra eksempel1
x>=5x+6=0

Det viskal gjgre er a tegne opp funksjonen
flx) =x?>—-5x+6

Denne kan vi tegne for hand ved & velge ulike x verdier og beregne tilhgrende y verdier. Vikan ogsa
bruke GeoGebratil 3 tegne den. I figuren under har vi vist hvordan grafen serut i GeoGebra.

Viserat grafenskjaerer x-aksenforx = 2 ogx = 3. Dette eraltsa Igsningen til andregradslikningen.
Viserat detsamsvarermed detvi regnetut medformelenieksempel 1. Hervar vi heldig og fikk
heltall som lgsning. Det er ikke alltid vi far det og metoden vilda ikke gi et eksakt svar med
rotuttrykk, men et svar med desimaltall.

Eksempel4

Viserpa samme ligningen som i eksempel2
x2+4x+4=0

Det viskal gjgre er 3 tegne opp funksjonen
flx) =x?+4x+4

Vibruker GeoGebratila tegne den. | figuren under har vi vist hvordan grafenserut i GeoGebra.



Viserat grafen skjeerer x-aksen bare en plass og deter for x = —2. Egentlig skjeererden ikke x
aksen, mendentangererden. Viserat ligningen kun har enlgsning i dette tilfelle. Dette samsvarer
med detvi regnetut medformelenieksempel 2.

Eksempel 6

Viserpa samme ligningen som i eksempel 3.
2x2+3x+4=0

Det viskal gjgre er a tegne opp funksjonen
f(x) =2x2+3x+4

Vibruker GeoGebratila tegne den. | figuren under har vi vist hvordan grafenserut i GeoGebra.

Det vilegger merke til her er at graden aldri skjaerer x-aksen. Det finnes med andre ingen x-verdi
som gjer at venstresideniligningen blir 0. Med andre ord sa har ikke ligningen noe lgsning.



Oppgaver

Oppgave 3

Lgs felgende likning grafisk
a)—x?+8x—-7=0
Oppgave 4

Lgs fplgende likning grafisk
b)x?2—4x —-5=0
Oppgave 5

Lgs folgende likning grafisk
c)6x2—-5x+1=0
Oppgave 6

Finn eventuelle Igsningertil likningen grafisk

c)2x?>+4x+5=0



4 Andregradsligninger i skolen

Etter at detkom inn krav om at graftegnere skalbrukes pa eksameni10. klasse har ogsa
problemstillinger knyttet mot andregradsligninger blitt vanlig a spgrre om til eksameni10. klasse.
Disse oppgavene kommertypisk padel 2 og er endel av en funksjonsoppgave. Viskal se pa et par
eksempler.

Eksempel7
Oppgavenunder ble gitt til eksameni2019

Oppgave 5 (5 poeng) GRAFTEGNER

En bedrift lager og selger inntil 2000 T-skjorter hver dag.
Dersom bedriften lager og selger x T-skjorter, er inntektene [(x) kroner, der

I{x) =60x
a) Hva er prisen for en T-skjorte?

b) Tegn grafen til funksjonen | for 0 =x =2000.

Kostnadene K(x) kroner for a lage T-skjortene er gitt ved
K(x)=0,02x*+31x+5000
c) Tegn grafen til funksjonen K for 0 =x =2000isamme koordinatsystem som du
brukte i oppgave b).

d) Hvor mange T-skjorter ma bedriften lage og selge en dag for at inntektene skal vaere
hayere enn kostnadene?

Dette er en oppgave derviser pa inntekt og utgifter ved produksjon av T-skjorter. | spgrsmal b) skal
vitegne grafentil inntektsfunksjonen ogi c) skal vi tegne opp grafen til kostnadsfunksjonen. Viskal
deretteravgjgre hvor mange T-skjortersom ma produserer ogselges for at vi skal fa et overskudd,
altsa at inntekten erstgrre enn kostnaden. Vitegnerfgrst opp grafene
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Viserut fra den grafiske fremstillingen at vi har et overskudd narbla kurven (inntekten) er stgrre enn
den rgd kurven (kostnadene). Det harvi med en produksjon mellom 200 og 1250 T-skjorter.|denne
oppgaven fantvilgsningen grafisk og det erdet som forventes av elever pa ungdomstrinnet ogsa.
Denne kan ogsa lgses ved a sette opp en andregradslikning som vi lgser for a finne punktene der
utgiftene erlik kostnadene. Foraklare det setterviganske enkeltinntekten lik kostnaden

60x = 0,02x2 + 31x + 5000

Visamler alt pa venstre side

—0,02x2 + 29x — 5000 = 0

Nar bade a og c ernegative som her, foretrekkerjegadele uttrykket pa —1 slik at kun b blir negativ.
0,02x2 —29x + 5000 = 0

Det gir mindre negative tall a regne og mindre sjanse fora gjgre feil. Vi brukerformelen fora Igse
denne.Vifinnerat

a=0,02
b=-29
c = 5000
Vifarda

 —(=29) +/(=29)2— 4- 0,02 - 5000
= 20,02

Trekkervi sammen dette farvi

29 ++/841 - 400
B 0,04

X

Vifarvidere at



29421
*= 70,04

som gir oss Igsningene

_29-21 200
0,04
29421 1250
0,04

Viserat vifinnerde samme Igsningene som nar vi lgser oppgaven grafisk. Selv om elevene ikke skal
I@se andregradslikningen ved regning slik vi har gjort det, er det likevelviktig at vi som lzerere kan
dette. Dette for a kunne gi elevene gode svarom de undres pa hvordan om oppgaven kan Igses ved
regning.

Eksempel 8

Viserpa eteksempeltilfra eksameni 10. klasse. Den vi tar foross na er en oppgave som ble gitt til
eksameni2017

Oppgave 5 (6 poeng) | GRAFTEGNER

Antall gram CO, (karbondioksid) som en bestemt bil slipper ut per kilometer, er gitt ved
funksjonen

f(x)=0,046x> —6,7x+386

der x er farten til bilen malt i kilometer per time.

a) Bruk graftegner til 4 tegne grafen til f for x - verdier fra og med 20 km/h til og med
110 km/h.

b) CO,- utslippet til bilen er 180 g/km. Hvor stor fart kan bilen ha?

c) Huvilken fart vil gi minst CO, - utslipp per kilometer?
Hvor mange gram CO, slipper bilen ut per kilometer da?
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Dette er en oppgave derviskal se pa CO, utslipp. | spgrsmala) skal vitegne opp en graf som viser
utslippet per km som funksjon av farten. | spgrsmal b) skal vi finne farten nar vi vet at utslippeter
180 g/km. Dette spgrsmalet kan Igses ved a tegne opp grafen for CO, utslipp og grafenfor linjeny =
180 og se hvorde skjaerer hverandre. Laoss gjgre det.

350
300

250

00 A v

50

-10 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 13

=50

Leserviav grafenser vi at deter to punkter (A og B) der utslippeter 180 g/km. Ved a lese av grafen
servi at dette tilsvareren hastighet pa enten ca. 44 km/t ellerca. 102 km/t.

Ogsa denne oppgavenkan lgses ved dsette opp enlikning. Vi setter utslippet fra funksjonen lik 180
0,046x2 — 6,7x + 386 = 180

Visamler alt pa venstre side

0,046x2 — 6,7x + 206 = 0

Viserna at

a = 0,046
b=-6,7
c =206

Vifarda

_ —(=6,7) £/(=6,7)2— 4-0,046 - 206
x= 20,046

Trekkervi sammen dette far vi

6,7 +#89 = 37,90
= 0,002

Vifarvidere at

67 £2,64
*= 70,092

som gir oss Igsningene

11



x= ey = 441
674264
T T0002 T 7

Viserat utregningene giross samme svar somdet vi har lest av grafisk. Vi ser med andre ord at

elevene pa 10. trinn skal Igse andregradslikninger, men atdet er tilstrekkelig at de beherskeragjgre
detgrafisk.

Oppgaver

Oppgave 7

Hans Luftvik er svaertinteressertifly, og han har lenge ergret segoverat det finnes sa fa norske
flyblader. Han har lyst til 3 starte et nytt flymagasin. Magasinet skal komme uten gangi maneden.
Han har beregnet at kostnadene per maned kan beskrives ved funksjonen

K(x) = 0,0015x2 + 20x + 50000

nar han produsererxbladeri maneden. Luftvik harvidere beregnetatinntektene permaned kan
beskrives med funksjonen

I(x) = —0,001x2 + 50x

nar han selgerx bladeri maneden. Trykkeriet som Luftvik skalbruke har kapasitet til &8 produsere
12000 bladeri maneden

Bruk GeoGebratil 3 avgjgre hvor mange blader han ma trykke og selge for at han skal kunne drive
med overskudd.

12



5 To spesialtilfeller

| dette avsnittet skal vi se pa to spesialtilfeller der vi kan lgse andregradsligningen paen sveert enkel
mate. | begge disse situasjonene kan naturligvis bade formel og grafisk I#sning ogsa benyttes, men
som vi skal se gir detvesentligenklere regningved a bruke logisk tenkning og sunn fornuft. Narvi har
disse tilfellene, bgr vi gjgre nettopp det.

5.1 Spesialtilfellenarc =0

Nar ¢ = 0 vil andregradsligningen vaere paformen

ax?+bx =0

Denne kanvi bruke sunn fornuft for 3 Igse. La oss se pa eteksempel

Eksempel9

2x?>—8x=0

Det fgrste vilegger merke til her erat vi kan dele hele ligningen med 2, sa vi gjgr det fgrst. Da far vi
x> —4x=0

Metodenvibrukernar vi skal Igse dette spesialtilfellet erat vi setter x utenforen parentes pa
venstre side i ligningen. Detgir oss

x(x—4)=0
Da ser vi at vi har to muligheter
x=0celleratx—4=0.

Vifarlgsningenx = 0 og x = 4.

5.2 Spesialtilfellenar b =0

Nar b = 0 vil andregradsligningenveaere paformen

ax?+c=0

Denne kan vi bruke logisk tenkning for a Igse. La oss se pa eteksempel
Eksempel10

x>—16=0

Det vigj@rher er at vi flytter 16 over pa hgyre side. Det gir oss
x?=16

Vitrekkerderetterkvadratroten pa begge sider. Det gir oss

Jx? = +V16

x =4

13



Legg merke til at vi ogsa her far to Igsninger. Nar vi trekker kvadratroten pa begge sider ma vi sette +
pa ene siden. Atvi far bade en positiv og negativ Igsning er enkelt a verifisere ved ganske enkelt
sette inn Igsningenilikningen. Viser at nar vi kvadrerer den negative Igsningen far viet positivt svar.

Oppgaver

Oppgave 8

Lgs felgende likninger
a)x?—6x=0
b)2x%2+ 10x =0
c)—3x?2+12x =0
d)—x?2—-3x=0
Oppgave 9

Lgs folgende likninger
a)x?—25=0
b)2x2-32=0
c)—2x?>+18=0
d)x2+4=0

14



6 Fullstendig kvadraters metode — en visualisering

A bare putte koeffisientene a, b og c gir ikke noe saerlig god matematisk forstaelse. Bruk av formel
kan fungere omdetkun er Igsningene en er ute etter, men det fremmeringen matematisk
forstaelse. Viskal i dette avsnittet se naeermere pa en metode som kalles fullstendig kvadraters
metode. Prinsippet hererat viresonnereross fremtil Igsningen. | enkelte tilfeller kan den ogsa
visualiseres geometrisk. Det skalvi se naermere paher. | neste kapittelskal vi se pa metoden mer
generelt.

Eksempel1l

Viskal se pa likningen

x> +4x—21=0

Viskal starte med a flytte over —21 til hgyre side slik at vi far
x?+4x =21

Det viskal gjgre na er at vi skal prgve a visualisere venstre side som etareal. Vitenkeross at vi kan
tegne opp venstre side som et kvadrat medlengde x og etrektangelmedlengde 4 og bredde x.

x24+4x =21

X 4

Arealetav disse to figurene skal altsa til sammenvaere 21. Det viskal gjgre nd er a dele opp
rektangeleti mindre rektangler med lengde 2 ogbredde x. Vifar da

x2+2x +2x =21

Arealetav disse figurene, altsa kvadratet med sider x og de to rektanglene medsider x og 2 vil til
sammen ha samme arealet som forrige figur, altsa 21. Det neste vi skal gjgre era bygge dette uttil et
kvadrat medsider x + 2. Viser vima fylle ut det somer tomt.

15



X2 4 2x +2x +22 =21+ 22

(x+2)2=25

Viserher at vi har lagt til et kvadrat med sidelengder pa 2 for a lukke hullet i figuren. Vi har med
andre ord gkt arealet av figuren med 4. Det betyr at arealet av hele figuren ikke lengerer 21 men 25.
Viserogsa at sidenei store kvadrateter x + 2 slik at likningen na kan skrives som

(x +2)2=25

Denne kan Igses som spesialtilfellet vi sa pa tidligere der b = 0. Det gir oss

J(x+2)2=+V25

x+2=45
Dette gir oss videre Igsningene x = 3 o0gx = —7
Legg merke til at det erkun x = 3 som gir meningi forhold til illustrasjonen. Lgsningenx = —7 er

naturligvis en Igsningav ligningen, men det er ikke mulig 8 lage noe geometriskillustrasjon av den pa
denne maten.

Det erikke alle andregradsligningerderdet gir mening a bruke denne teknikken. Laoss se pa et
eksempel.

Eksempel12

Viskal prgve & lgse andregradsligningen
x> —4x+3=0

Skrivervi om denne farvi
x?—4x=-3

Skulle vi delt venstre siden oppi kvadrat og rektangelslik vi gjorde i sted servi at lengden pa
rektangeletville blitt —4 og det gir ikke mening. Viser ogsaat omvi hadde klart a lage en figur pa
venstre side ville arealetblitt —3 som hellerikke gir mening. En geometriskillustrasjon slik vi lagde i
forrige eksempellar segikke gjgre i dette tilfelle. Ligningen har likevel Igsning og vi skal senere se
hvordan denne kan Igses med fullstendig kvadraters metode, men vima da Igsrive oss fra den
geometriske illustrasjonen.

Metoden gir heller ikke meningom b er positiv og ¢ er positiv, altsa likninger pa formen

16



x24+6x+8=0

Hvis vi prgver a lage enillustrasjon hervil vi kunne beskrive venstresiden som arealet av et kvadrat
med sider x og etrektangel medsider x og 6. Det gir mening. Problemet er at dette arealet vil bli —8
og detgir ikke mening.

De tilfeller der denne geometriske metoden gir meninger situasjonender a = 1 ogder b er positiv
og c er negativ. A fa a til a vaere lik 1 er alltid mulig ved & dele likningen pa a ide tilfellene a er
forskjelligfra 1.

Oppgaver

Oppgave 10

Lgs likningen

x’+6x—7=0

ved a bruke metoden fra dette kapittelet
Oppgave 11

Lgs likningen

x2+8x—48=0

ved a bruke metoden fradette kapittelet

17



7 Fullstendig kvadraters metode

| dette avsnittet skalvi se neermere pa hvordan vi kan Igse andregradslikninger med fullstendig
kvadraters metode. Metoden bygger pa det vi gjorde i forrige avsnitt, men vi skal Igsrive oss fra
visualiseringen somvi sa hadde klare begrensninger.

Forste kvadratsetning

Viskal starte med a se pa fgrste kvadratsetningen. Generelt kan viskrive fgrste kvadratsetning som
dette

(a+b)2=(a+b)(a+b)=a?+2ab + b?

Fgrste kvadratsetning kan vi visualisere ved a bruke figuren som ervist under

b (2) ®

° ® ®

Det vi na skal gjgre er a regne ut arealet av det store kvadratet pa to mater. Den ene metodener
ganske enkelt 3 multiplisere lengden og bredden til det store kvadratet. Den andre er a regne ut
arealettil omradet 1 til 4 i figuren

Areal av hele figuren

Viserat lengdeneikvadratetera + b. Arealetav hele figuren blir derfor
Areal: (a + b)?
Dette servi samsvarer med venstre side i kvadratsetningen.

Arealavomradel, 2,3 0g4

Det viskal gjgre herer a regne ut arealet til de fire omradene som ermerketav ifiguren. Dette gir jo
ogsa arealetav hele figuren. Vileggersa dette sammen og ser hva vi far.

Areal: a?+ ab + ab + b? = a? + 2ab + b?

Viserat dette tilsvarer hgyre side i kvadratsetningen. Vihardermed vist geometrisk at
(a+b)?=a?+ 2ab + b?

Andre kvadratsetning

Pa tilsvarende mate kan vi skrive andre kvadratsetning som
(a—b)?2=(a—b)(a—b) =a?—2ab + b?

Ogsa denne kan vi visualisere med en figur pa samme mate som med fgrste kvadratsetning.

18
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Lengden pa hele det store kvadrateterher a. Viskal regne ut arealet av omrade 1 pa to mater

Arealettil omrade 1 ved a kun se pa dette omradet

Viserat lengden av kvadratet som utgjgromrade 1 er (a — b). Arealet blir derfor
(a—b)?
Dette servi tilsvarervenstre side av kvadratsetningen.

Arealettil omradet1veda se pa arealettil hele figuren minus arealetavomrade 2, 3o0g 4

Arealetav hele detstore kvadrateter a2.Vitrekkerderetterfraarealetav omrade 2, 3 og 4. Det gir
oss fglgende arealav omrade 1.

a’?—bla—b) —bla—b) —b%2=a?—ba+b?— ba+ b%?—b?=a?—2ab + b?
Viserdermedat ved a regne ut arealetav omradet 1 pa to matersa har vi vist at

(a —b)? =a? —2ab + b?

Eksempel pa bruk av fgrste kvadratsetning

La ossgjennom et enkelt eksempelse pa hvordan vi kan omforme uttrykket
(x+3)(x+3)

Her kan vi bruke fgrste kvadratsetning og skrive resultatet rett ut. Det er helleringentingi veien for
at vi ganske enkelt ganger ut parentesene. | begge tilfeller far vi

(x+3)(x+3)=x%2+6x+9

Nar vi skal Igse andregradslikninger med denne metoden skalviga motsattvei. Vi skal altsa starte
med uttrykk som er skrevet pd samme form som hgyresiden og deretter prgve d omforme det til et
kvadratuttrykk pa samme form som pa venstresiden. Vibelyser dette gjennom noen eksempler.

Eksempel13
Vistartermed 3 se pa lighingen
x> +6x+9=0

som ersamme uttrykk som vi hadde i sted. Det vi skal gjgre na er a omforme venstresiden til et
kvadratuttrykk. | dette tilfelle er det sveert enkeltsidenvii forrige eksempelgikk motsatt vei. Vi kan
med andre ord omforme likningen over til

(x+3)x+3)=0

som viigjen trekkersammen til
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(x+3)2=0

Vitar kvadratroten pa begge siderog far

JG+3)2=+/0
Dette gir oss

x+3=0

som ergir oss Igsningen

x=-3

Eksempel 14
Viskal na ta for oss eteksempelsom erlitt mer krevende. Viskallgse likningen
x> +6x+5=0

Her servi ikke umiddelbart hvordan dette skal omformes. Vignskerogsd her a omforme venstre side
til et kvadratuttrykk. Det er faktisk ikke mulig @ omforme dette til et kvadratuttrykk slik vi har hatt i
de foregaende eksemplene. Daerdet store spgrsmalet hvordan vi kommer oss videre med dette. Ser
vinaermere pé dette eksempelet og det foregdende eksempelet sd serviat x? + 6x ermedi begge
uttrykkene. Siste leddet erimidlertid forskjellig. | eksempel 13 s3 vi at siste leddetvar 9 og at vida
kunne omforme det til et kvadratuttrykk. Detvigjgr herna er at vi plusser pd 4 pa begge siderslik at
viogsa herfar 9 pa venstre side. Det gir oss

x2+6x+5+4=0+4

Dette skrivervi som

x’+6x+9=4

Na kan viomforme venstresiden slik vi gjorde i forrige eksempel
(x+3)2=14

Denne Igservived a trekke kvadratroten pa begge sider
JG+3)2=+V4

x+3=42

Vifarto lgsningerx = —50gx = —1

| dette eksempelet klarte via se hva viskulle legge til ganske greit, men det er ikke alltid tilfelle. Vi
skal se naermere pa hvordanvi kan gjgre dette generelt.

Vitar utgangspunktifgrste kvadratsetning (utregningene blir helt tilsvarende med andre
kvadratsetning) som viskriver opp motsatt vei somi sted.

a?+2ab + b?% = (a + b)?
La oss na se pa en likning som vi vil omforme dervi ikke uten videre ser hva vi ma legge til

x24+10x+21=0
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legsynesdetenkleste naera flytte over 21 til hgyre side slik at vifar
x?+10x = —21

Viskrivervenstre side pa formen

x2+2-x-5=-21

Sammenliknervivenstre side med fgrste kvadratsetningsaserviat a = x og b = 5. Viser vimangler

b?somi dette tilfelle er 52 = 25 pd venstre side. Vileggerderfortil 5% p& bade hgyre og venstre
side. Det gir oss

x?2+2-x-54+52=-21+452
N3 servi at venstresiden kan omformes til et kvadratuttrykk. Vifar da
(x +5)2=4

Denne kanvienkeltlgse

JGa+5)2=1+Va

x+5=42

Vifarto lgsningerx = —7 ogx = —3
Eksempel15

Vitar et eksempeltilsom er litt i samme stilen som foregaende eksempel, men dennegangvelgervi
at b skal vaere negativ slik at vi ma bruke andre kvadratsetning. Det gjgringen stor forskjelli
resonnementetellerutregningene. Viskal se pa fglgende likning

x>?—8x+12=0
Vigjer somi forrige eksempel og flytter 12 over pa hgyre side. Det gir oss
x%?—8x=-12

Maletvart na era omforme venstresiden til et uttrykk der vi kan bruke andre kvadratsetning. Vi
repetererandre kvadratsetning fgrvi gar videre

a? —2ab + b? = (a — b)?
Vi skrivervar ligning om litt
x2—2-x-4=-12

Sammenliknervidette med andre kvadratsetningserviat a = x ogb = 4. For 3 et kvadratuttrykk

ma3 vi plusse pd b? som er det samme som 42 i vart eksempel. Vima plusse pa det samme p3 begge
sider. Gjgrvi det far vi

x2—2-x-4+44% =-12 + 42
Dette kan vi skrive som
(x—4)?=-12+16

som erdet samme som
(x—4)2=4

21



Denne kan vilpse med samme teknikk som tidligere
(x—4)2=4

Denne kan vi enkelt Igse

Va7 = 14
x—4=42

Vifarto lgsningerx = 2ogx = —6

Eksempel 16

Sa langt har vi kun sett pa situasjoner dervi far heltallslgsningene. Dette skyldes at ligningene er
valgt ut slik at de gir pene Igsninger. | detvirkelige liv er ikke alltid dette tilfelle. Viserfgrst pa et
eksempelderlgsningene blir pene, men utregningenelitt mer kronglete enniforrige eksempel. Vi
skal lgse likningen

x2—-7x+12=0

Vibrukerakkurat samme fremgangsmate somi sted. Vistarter derformed a flytte 12 overpa andre
siden.

x2—7x=-12
Viomformerderettervenstresidenslik at den skal bli mest mulig lik andre kvadratsetning

x2—2-x-z——12
5=

Viserher atvi faren brgki siste leddet pa venstre side. Viserata = x og b = > Leddet som mangler

2
pd venstre side er b2 somer det samme som (g) . Dette leggervi til pa begge siderav ligningen. Det
gir oss

g2 (D) = caze (2)
x 272 T 2

Venstre siden omformervived & bruke andre kvadratsetning.
(=) =12+ 2
*72) T 4

Viskriver hgyre siden som en brgk. Det gir oss

( 7)2 48+49
XT3 44

Dette blir
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Nar vier kommet hit Igses den pa samme mate som de andre likningene i dette avsnittet

Vifarto Ipsningerx = —%+g= 3ogx =%+§= 4

Vilegger merke til at selvom vifar brgk i utregningene safarvilikevelheltallslgsninger i dette
tilfellet.

Eksempel17

| dette eksempelet skalvise pa en ligning som ikke gir heltallslgsning. Vi ser pa ligningen

3
2x2+2x—§=0

Her leggervi merke til at a ikke erlik 1 somtidligere. Viserat ogsdat c er en brgk. Utregningene blir
litt merkronglete nd, men vi skal fglge akkurat samme prinsipp som i de andre eksemplene. Vistarter
med a dele pa a somi vart tilfelle erlik 2. Detgir oss

x2+x—§=0
4

Viflytterderetter —Z over pa hgyre side.

Viomformervenstresidensslik at vi far det pa samme form som fgrste kvadratsetning

xz+2-x-—=E
2 4

2
Viserata=xogh = % Viskal nd legge til b? = G) =1 pa begge siderav likningen

T4
SEENCENT
x 272 TaT

Nar vi skriver om utrykket, farvi

() -

Nar vier kommet hit, Igses den pa samme mate som de andre likningene i dette avsnittet

2

1
(x+§) =+v1
+1—+1
X 2—_
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o . 3 1
Vifarto Igsningerx = —5 08X =7

Eksempel 18

Vihar tidligere settat vi har andregradsligninger som ikke har Igsning. Et interessant spgrsmaler hva
som skjeromvi prgvera Igse en slik med denne metoden. La oss se pa et eksempel

x> +6x+15=0
Vifglgerakkurat samme prosedyre somtidligere
x?+6x=-15

Akkuratdenne situasjonen harvisett pa tidligere og vi ser at vima3 legge til 32 =9 p& begge sider.
Det gir oss

x>+6x+9=-15+9
Omformervidette farvi
(x+3)2=-6

Viserat vi har et uttrykk opphgydi andre potens pavenstre side. Det vil alltid bli et positivt tall eller
0. Det kan ikke veere et negativt tall. Meni var ligningen star detat uttrykket blir —6. Det finnes med
andre ord ingen x verdier som passeri ligningen og ligningen har derforingen Igsning.

Oppgaver

Oppgave 12

Lgs felgende likninger med fullstendig kvadraters metode
a)x?2—4x+3=0

b)x? +10x —24 =0

c)2x?+16x —18=0

Oppgave 13

Lgs folgende likninger med fullstendig kvadraters metode
a)x2—5x+4=0

b)x2+7x—-8=0

c)x?—9x+20=0
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8 Utledning av formel for andregradslikningen

| dette kapittelet skalvi se pa hvordan vi kan utlede formelen forandregradsligningen. Viskalmed
andre ord vise at Igsningen til

ax?+bx+c=0

kan skrives pa formen

_ —b +Vb% - 4ac
B 2a

X

Viskal bruke de samme prinsippene somi forrige avsnitt. Nar vi bruker dette prinsippet skal vi se at
detikke erveldig vanskelig a utlede formelen. Enting som kan skape litt forvirring er at vi har
parameterne a, b og c i ligningen og formelen. Det harvi ogsai uttrykket for kvadratsetningenesom
vi har brukt tidligere. For @ unngaforvirring rundt bokstavene skrivervifgrste kvadratsetningsom
dette istedenfor.

m? +2mn+n? = (m+n)?
Da er viklare til 3 ta fatt pa selve resonnementet. Vistarter med a dele hele likningen pa a. Det gir
0ss

b c
x2+-x+-=0
a’  a

Vi fIytterderetter% over pa hgyre side

Vigjgr deretter samme omskrivning av venstre siden slik at vi far den pa samme formsom
kvadratsetningen

b c
X242 x —=——
2a a

Sammenlignervi med kvadratsetningenoverservim = xogn = zb_a' For a fa et kvadrat pa venstre
2
side ma vi altsd addere n? = (2%) pa begge sider
e e () -5
X X — JE— [ — JE—
2a 2a a 2a

Na kan vi skrive om venstre siden. Vitrekker ogsa sammen hgyresiden tilen brgk

2

( b)z_ 4ac b2

+— — +—
x 2a 4a%  4q?
( N b )2 B b?% —4ac
T2 T ag?

Vitar deretterkvadratroten pa begge sider. Det gir
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b>2_+ b?% — 4ac

(x + 2a 4q2

Fortsetterviutregningene farvi

b VbZ —4ac

— =4
x+2a - 2a

Dette kan vi gjgre siden v4a? kan skrives som+/2a - 2a = \/(2a) 2 = 2a

Da er vinestenimal med utledingen. Det som gjenstar, er a flytte o Overpa hgyre side

b bZ—4ac
X=——+—-
2a 2a

Visetterdette som en brgk

_—bt VbZ—4ac
a 2a
Vihar dermed vist formelen forlgsning av andregradslikningen. Prinsippet er som sagt akkurat det

samme som talleksemplene, men utregningene underveis blirnoe mer komplisertenni
talleksemplene.

X
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9 En geometrisk tolkning av I@sning av andregradslikningen

Visa i kapittel 6 at vi i enkelte tilfeller kunne bruke figurerfora visualisere prinsippene for fullstendig
kvadraters metode. Visa ogsa at metoden hadde endelbegrensningerdadet bare var i enkelte
tilfeller at det gav mening med den type visualisering. | dette avsnittet skalvi se pa en annen mate vi
kan visualisere lgsningen pa og som gir meningi detilfellene der a = 1, b er negativ og c er positiv.
Viskal belyse dette gjennom et eksempel. Metoden er litt mer kronglete enn denvi sa pa tidligere.
Samtidig er resultatet kanskje litt overraskende.

Eksempel19
Viserpa likningen
x>—-5x+4=0

Vitar frem et koordinatsystem ogtegneroppenlinje DC medlengde 4 (somtilsvarer c i likningen).
Vitegnerderetteropplinjen BC som har lengde 5 somtilsvarer b nar viserbort fra minustegnet. BC
skal sta vinkelrett pa DC.Til slutt tegnervi opp AB som star vinkelrett pa BC. Linjen AB skal ha
lengde pa 1. Se figuren under. Vistipler til slutt enlinje AD og merkerav midtpunktet.

D

Det neste viskal gjgre er a sla ensirkel som har diameter AD.
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Vikan na vise at lengden pa linjene CF og CE er Igsningerav likningenvar! | vart tilfelle ser vifra
figuren at Igsningene blir x = 1 og x = 4. Settervidetteinn i ligningen var ser vi at detfaktisk
stemmer.

Det store spgrsmalet er hvorfordeter slik og om dette gjelderalltid.

Vistartermed a trekke enlinje fra punkt A til der hvor sirkelen skjaererlinjen CD. Vikaller
skjeeringspunktet for G.

)

(]
~
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Vinkel AGD ma vaere 90 grader pa grunn av Thales setning. Konsekvensen aveterat ABCG mavare
et rektangel. Lengdentillinjen CF settervilik x; oglengdentil CE settervitil x,. Pa grunnav
symmetrienserviat BE = CF = x, 08 BF = EC = x,. Utifradetteserviat

X1+XZ=CF+FB=5

For a komme videre na, ma vi regne ut detvi kaller potensen til punkt C. Det vil fgre forlangt a ga inn
pa selve teoremet her, men konsekvensen avdeterat

CG-CD=CF-CE

Visetterinn de opplysningenevihar.Vivet at CG = 1 ogat CD = 4. Samtidig vetviat CF = x; og
CE = x,. Det gir oss

1-4=x1"x,

som erdetsamme som

X1°x,=4

Viantar na at x; og x, er enlgsning av likningen. Det betyrat
(x—x)(x—x)=0

Viomformervenstre side

X% —X1X— XX+ x1x,=0

Dette kan skrives pa formen

x%—(x1+ x)x+x1%,=0

N3 vetvijo at

X1+ xy,=50gatx;-x, =4

Det betyrat likningen kan omformestil

x> —-5x+4=0

som joer detvistartet med. Vihar medandre ord vist at x; og x, er Igsninger til likningen.

Vihar sett at resonnementet fungererivart eksempel. Vikan bruke akkurat samme prinsipp for
andre likninger pa samme formen. Det er ogsa mulig a vise resultatet generelt, men viskal ikke gjgre
dether.

Oppgaver

Oppgave 14

Lgs andregradslikningen
x?—6x+8=0

ved a bruke metoden som erbeskrevetidette kapittelet.
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10 Komplekse tall

Vihar tidligere konkludert med at om vi far et negativt under et rottegn sa har vi ikke Igsningen da vi
ikke kan ta kvadratroten av et negativt tall. For alle praktiske formal i skolen sa er dette en fornuftig
tolkning. Det er likevel mulig & utvide tallsystemet frade reelle tallene til detvi kaller komplekse tall.
Viskal naturligvis ikke ga i dybden pa komplekse talli dette heftet, men kun nevneakkuratdetsom
errelevant med tanke paa Igse andregradslikninger somikke har reelle Igsninger.

Nar vi skal definere komplekse tallinnfgrervi det vi kaller denimaginzere enhet. Den defineres som
i=v-1

Et komplekst tall skrives paformen

a+ibderi=+/-1

Komplekse tall har sveert mange anvendelserinnenfor matematikk og fysikk. Mange kompliserte
utregningerkanforenkles betrakteligved hjelp avkomplekse tall. Det faller imidlertid langt utenfor
rammene av dette heftetogga inn pa det. Viskal ngye oss med et eksempelderviser pa komplekse
Igsningerav en andregradslikning

Eksempel20
Viskal Igse ligningen
x> +6x+10=0

Viserherata =1, b = 6 ogc = 10. Visetterinn i formelen.

 —6+VEZE—4-1-10
= 2-1
6 +/36 — 40
xX=—
2
6 +vV—4
X=——

Her ville vi vanligvis stoppet og konkludert med at det ikke finnes noe Igsning. Men som vi skal se sa
har den komplekse Igsninger. Viomformer uttrykket litt

6 + /4 (-1)
L s )

2
_6%Va-V-1
= 2
642
=T
x=3+i

Vihar medandre ord to komplekse Igsninger
x=3—1i
x=3+1i
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Vi skal naturligvis ikke innfgre komplekse tall pa ungdomstrinnet. Likevelerdet greit for oss som

lzerere 3 ha litt kunnskap om at tallbegrepet kan utvides og at om en utvider det til de komplekse tall
sa kan enhverandregradslikning Igses.

Nar vi har komplekse Igsninger, er det ofte vanlig a bruke z i istedenfor x i likningen.
Oppgaver

Oppgave 15

Las fglgende likninger

a)z?—2z+2=0

b)z? +2z+5=0
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11 Norsk matematikkhistorie

Viavslutter dette notatet med litt norsk matematikkhistorie. Légsningen av andregradslikningen har
vaertkjentiom lag 1500 ar na. En tredjegradslikning er en likning pa formen

ax3+bx?+cx+d=0

Det var fgrst pa 1500 tallet at italienske matematikere klarte algse denne eksakt, detvilsi ved hjelp
av aritmetiske regneartene og bruk av kvadratrgtter og kubikkrgtter. Lgsningen er noksa komplisert,
og viskal ikke gjengiden her. Etter at Igsningen av tredjegradslikningen varfunnet gikk det relativt
kort tid fgr de ogsa fantlgsningen av en generellfjerdegradslikning, altsa en likning pa formen

ax*+bx3+cx?’+dx+e=0
Lgsningen pa denne erogsa komplisert.

Etter at detvar funnet eksakte Igsningerfor generelle tredje- og fijerdegradslikninger begynte
matematikerne ase pa om ogsa likninger avfemte grad og hgyere grad kunne Igses eksakt. Det ble
jobbetinsermere 200 ar med dette ogi 1824 beviste den norske matematikeren Niels Henrik Abel at
detfaktisk ikke er mulig a lgse en generelllikning av femte grad eller hgyere. Abelvarbare 21 ar
gammelnar hanfant dette beviset. Dette varet banebrytende resultat. Abelleverte ogsaflere andre
fremragende arbeiderogregnes somenav de mestfremtredende matematikerne i historien. Abel
dgde bare 26 ar gammeli 1829.
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12 Fasit oppgaver

Oppgave 1
a)x=1ellerx =3
b)x = —5ellerx =3
c)x=—2ellerx =—4

d)x =3ellerx =4

Oppgave 2

Lgs felgende likningerved & bruke formelen
a)x=—5ellerx =7

b)x = —2ellerx=0,5
c)x=-0,25ellerx=0,5

d)x =—1lellerx =4

Oppgave 3

Figuren underviser grafentil funksjonen oglgsningen

(1, 0) (7, 0)
) R / 2 3 4 5 5 \ 8 9 1
=1

Viserat likningen har lgsningenex = logx =7

Oppgave 4

Figuren underviser grafentil funksjonen oglgsningen
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Viserat likningen har Igsningenex = —logx =5

Oppgave 5

Figuren underviser grafen til funksjonen oglgsningen

08

07

06

04

03

01

09

Viserat likningen har Igsningene x = 0,33 og x = 0,5. Lgservi likningen med regningvil vi se at

. 1 1
lpsningeneerx = J08X =7
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Oppgave 6

Figuren underviser grafentil funksjonen

Viserat likningen ikke har Igsning siden grafen aldri krysser x-aksen

Oppgave 7

| figuren under har vivist grafene
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Viserher at grafene skjeerer hverandrenar x = 2000 og nar x = 10000. | disse to punktene er
kostnadene likinntektene. Narsalget ermellom 2000 og 10000 vil han ha overskudd

Oppgave 8
a)x=0ellerx =6
b)x = —5ellerx =10
cJx=0ellerx=4

d)x =—3ellerx=0
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Oppgave9

Las felgende likninger
a)x=—5ellerx =5

b)x = —4ellerx =4
c)x=—3ellerx =3

d) Likningen har ingen Igsning

Oppgave 10

Viviserdette ved hjelp av figurer pa samme mate som i eksempelet.

X

x2+6x=7

Arealet av disse to figurene skalaltsa vaere til sammen 7. Det vi skal gjgre na er a dele opp
rektangeleti mindre rektangler med lengde 3 ogbredde x. Vifar da

X

x24+3x+3x =7

Vifyller deretterigjen hulletifiguren med et kvadrat med sider pa 3

X

x24+3x+3x+32=7+32

(x+3)2=16
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Viserna at Igsningen blir

x=4-3=1
x=-4-3=-7

Kun denfgrste gir meningiforhold til figuren.

Oppgave 11

Viviserdette ved hjelp av figurer pd samme mate som i eksempelet.

x%+8x =48

Arealetav disse to figurene skalaltsa vaere til sammen 48. Det vi skal gjgre na era dele opp
rektangeleti mindre rektangler med lengde 4 ogbredde x. Vifar da

X

X2+ 4x + 4x = 48

Vifyller deretterigjen hulleti figuren med et kvadrat med sider pa 4

X

X2 4 4x + 4x + 42 = 48 + 42

(x+4)2=64

Viserna at Igsningen blir

x=8—-4=4
x=—-8—-4=-12
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Kun denfgrste lgsningen gir meningi forhold til figuren.
Oppgave 12

a)x=1ellerx =3

b)x =—12ellerx = 2

c)x=-9ellerx =1

Oppgave 13

a)x =1lellerx =4

b)x = —8ellerx =1

c)x=4ellerx=5

Oppgave 14

Vikan lage enfigur dervi bruker parameterne fralikningen

E=(8,4)

Viserat lengdentil CF = 2 og CE = 4, noe som medfgreratvifarlgsningene

x=20gx=4
Oppgave 15

a)z=1—iellerz=1+i

b)z=—-1—-2iellerz=—-1+ 2i
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